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O Einleitung

Im Verlauf der letzten zwanzig Jahre wurden viele
Logiken und Kalkidle entwickelt und untersucht, die es
erlauben, Eigenschaften von Programmen zu formali-
sieren und formal zu beweisen. Diesen Logiken gilt
nicht nur theoretisches Interesse; vielmehr liefern
sie die Voraussetzungen zur Lésung von Problemen der
Programmverifikation und der automatischen Erzeugung
von Programmen.

Zu diesen Logiken geh&rt die 1976 (PEATT (71>
definierte dynamische Logik oder DL; sie ist eine
Verallgemeinerung der Mcdallogik 1.S5tufe. Ihr aussagen-
logisches Fragment, die dynamische Aussagenlogik oder
PDL (fir propositional dynamic logic), ist 1877
(FISCHER/LADNER [41) eingefihrt und als entscheidbar
nachgewiesen worden. Seitdem beschaftiglt sich nicht
nuyr die Theoretical Computer Science, sondern auch die
Mathematik mit DL, PDL und ihren Erweiterungen. Es ist
zum Beispiel von grofBem Interesse, welche
Eigenschaften der Modallogik auch diese Logiken
aufweisen und in wie weilil solche Eigenschaften mit fir
die Modallogik typischen Methoden bewiesen werden
Kénnen. Eine umfassende Ubersicht Uber die Arbeiten zu
diesenm Thema findet man im Literaturverzeichnis von
HAREL (5] sowie in MOLLER,RAUTENBERG [(61].

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit wird ein
Tableau-Kalkal fir PDL entwickelt, der eine Weiter-
entwicklung des von PRATT [8] vorgeschlagenen
Entsche idungsverfahrens darstellt. Im zweliten Teil
wird mit Hilfe dieses Kalkils dann erstmals
nachgewiesen, dafl PDL die Interpolationseigenschaft
hat.



1 Dey Tableau—Kallkdal fGrr PDL.

1.1 Die Syvyvntax wvon PDL.

In der Sprache der dynamischen Aussagenlogik gibt es
zwel Arten von Ausdriicken: Formeln und Programme.
Seien zundchst ¥ und Po zwei abzadhlbare Mengen, deren
Elemente wir Aussagenvariable beziehungsweise atomare
Programme nennen. Mit p,g,r,.. bezeichnen wir die
Aussagenvariablen und nit A,B,C,.. die atomaren
Programme. Aus diesen Mengen und aus den Zeichen
O0,7,A,5,u,*,2,[,]1,C und ) sind die Formeln und

Programme induktiv aufgebaut.

Definition. Jede Aussagenvariable sowie 0O ist eine
Formel, und jedes atomare Programm ist ein Programm.

Sind ferner P und @ beliebige Formeln und sind a und b
beliebige Programme, so sind die Zeichenreihen

- P, (PAR) und [alP ebenfalls Formeln,
- (as3b), (aub), a¥ und P? ebenfalls Programme.

Eine Zeichenreihe ist nur dann Formel cder Programnm,
wenn sie es schon auf Grund dieser Bildungsgesetze ist.

Damit ist zum Beispiel ([(A;B*)Ipag) eine Formel. Inm
allgemeinen lassen wir &uflere Klammerpaare von Formeln
und Programmen weg; diese Formel wirden wir also
kirzer [(A;B¥*]pAg schreiben. Mit P,8,R,.. bezeichnen
wir beliebige Formeln und mit a,b,c,.. beliebige
Programme. Weiter schreiben wir PyA..AP, fir
(PiA, . (PaauAPL) . .) und analog ass..sa, flur
(ai7..(Qn15@n0..), 5ind sogar alle a, gleich einenm
gewissen a, 50 schreiben wir dafir a”. Weiter sei a!l=a
und a°®==07. Wir benutzen auch die iblichen AbKirzungen
I, Pv@, P2Q und P#Q fir =0, =(-Pa=0), =(PA=Q) und
(P2QYACQP),



Es bezeichnet ¥ die Menge allier Formeln und P die
Menge aller Frogramme. Mit X,Y,Z,.. bezeichnen wir
stets endliche Formelmengen. Dabei schreiben wir X;Y
fadr XuY und X;P fir Xu{P}.

Eine Zeichenreihe fal nennen wir einen Programm-
operator. Jedem Programmoperator [A) mit AEP, fallt,
wie wir noch sehen werden, in der Semantik von PDL
eine Rolle zu, die der des Modaloperators in der
modalen Logik K entspricht. Vielfach werden in der
Literatur die Formeln von PDL auch mit Programm-
ocperatoren der Form {a’> aufgebaut. Diese sind die zu
den Operatoren [al]l dualen Operatoren: man kann
entweder [alP =-{a>- P oder aber {(a’>P =-lal-P fir alle
a€EP und PE¥ definieren.

Programme der Gestalt P? heifen Tests. Wegen dieser
Tests kénnen sowohl die Formeln als auch die Programme
von PDL aus Formeln und Programmen aufgebaut sein. In
der Formel [[{Blp?;A*¥lg zum Beispiel taucht das
Programm (Blp? auf, das seinerseits aus der Formel
{BI1P aufgebaut ist. Dieser verschachtelte Aufbau von
Formeln und Programmen fihrt dazu, daB wir hiaufig
folgende Beweismethode verwenden missen:

Die simultane Induktion idber den Formel- und

Programmaufbau.

Es gelte die Eigenschaft E fiir alle pE&¥, sowie fir O,
und die Eigenschaft E’ gelte fir alle A€EP.. Weiter sei
folgende Bedingung erfillt:

Gilt E for P und @, und gilt E’ fir a und b, so gilt
E auch fidr P, (PAQ), und [alP, und E’ gilt auch fir
{(a;bl), (aub), a¥ und P?,.

Dann gilt E fdr alle PE¥, und E’ gilt fir alle a€EP.



1.2 Die Semantik wvon PDI.

Wir stellen nun die Semantik von PDL vor. Sie ist eine
Verallgemeinerung der relativistischen Semantik der
Modallogik. Wir weisen darauf hin, daB fir PDL auch
eine algebraische Semantik existiert. Der an
dynamischen Algebren interessierte Leser sei jedoch
auf die in [6] zitierten Arbeiten von PRATT, KODZEN und
REITERMAN/TRNKOVA verwiesen.

Definiticon. Ein Kripke-Modell ist eine StruKtur der
Gestalt (g,n,v). Dabei ist g eine nichtleere Menge,
deren Elemente wir Zustdnde nennen und mit S,T,U,..
bezeichnen. Weiter ist n eine Funktion, die jedenm
atomaren Programm A eine FErreichbarkeitsrelation
n(AY=gxg zuordnet. SchlieBlich ist v eine Funktion,
die jeder Aussagenvariablen p eine Menge v(pJSg, ihren
Giltigkeitsbereich zucrdnet.

Sei nun pn=(g,n,v) ein Kripke-Modell fest gewdhlt. Wir
zeigen, wie die Formeln und Programme von PDL Gber u
interpretiert werden.

Defintion. Wir definieren parallel die Akzeptanz-
relation IHSgx(F\{0}) und die induktive Fortsetzung von
n auf P. Dabei schreiben wir SiFP fir (S,P)elk*.

Si-p & SEV(pP)

SIFHFPAG .= SIFP und Si-@

SIF-P .= nicht SIiFP

SIHFl[alP = TIFP far alle T mit (§,TrEn(ad
n{aub) = n(aYum(h)

n{asb) = n{a) ° nl{b)

fi(a*) = WH{n(a®)licw}

n(P?) {(8,8)I8IFP}

Wir bemerken, dafll damit stets SIHFO und (S,58)En{a¥) far
alle S€&g und a€P gilt. Fir (S,T)en(a) schreiben wir
haufig auch S$-a>T.



Die Erreichbarkeitsrelation nichtatomarer Programme
geniigt also folgenden Beziehungen:

S-a3;b?T < S-a>»U und U-b>»T fir ein U€g,
S-aub?T <> S=-a?T oder S-b>»T,

S$-a¥»T < S-a"»T {fir ein ntcw,

8-P?»T <+ S=T und SI+P.

Ein Kripke-Modell kann als Modell eines Computers
verstanden werden. Man stelle sich dazu g als die
Menge aller Zustande vor, die der Computer annehmen
Kann, definiert zum Beispiel durch die Menge aller
mdglichen Inhalte aller Speicher. Jedes pE€¥,
reprdsentiert dann eine gewisse Eigenschaft, die genau
die Zustadnde in v(p) aufweisen. Zu jedem atomaren
Programm A€EP, schlieBlich gehd3rt ein gewisser Befehl,
den das Rechenwerk ausfihren kann. Es sind dann genau
diejenigen (S,T)En(A), bei denen T ein méglicher
Endzustand der Ausfihrung von A, beginnend beinr
Zustand S ist. Es gilt genau dann SI-[Alp, wenn Tlkp
gilt fir jeden mdéglichen Endzustand dieser Ausflihrung.

Durch diese Art der Interpretation eines Kripke-
Modells k&nnen gewisse Programme durch typische
Kontrollstrukturen imperativer Programmiersprachen wie
PASCAL oder ALGOL interpretiert werden. Das ist zum
Beispiel der Fall fidr die Programme

i

(P?3adu(~P?;b) = IF P THEN a ELSE b,
aj;(~P?;a)¥;pP? REFPEAT a UNTIL P,
(P?3a)¥*;P? WHILE P DO a.

Wir wollen uns davon in einem Fall {dberzeugen. Es gilt

S=(~P?;ia3)*¥;P?>T<5-(P?;a)">T fiir ein n und TIi-P
&res gibt S fir ifn mit
5=S0.-a?..-a*5.=T und S.IF-P+=i{n,

und das ist genau dann der Fall, wenn T méglicher
Endzustand der Ausfihrung von “REPEAT a UNTIL P" mit
dem Anfangszustand S ist.



Definition. Gibt es fir eine Formel P ein Kripke-
Modell (g,v,n) und ein S€g mit SIFP (wir lesen

"S akzeptiert P" oder “P gilt in S"),. so heiBit P
erfidllbar. Weiter heiBt P giltig, wenn -P nicht
erfidllbar ist.

Beispiel. Folgende Formeln sind gliltig fir alle
P.,Q,a,b:

[al(P2@)3(lalP=2[al@) [aublPb[alPAlRI]P
(a*®¥1Pa(PAalalla®]1P) Pala®¥1(P>[alP)3[a*]P

Bemerkung. Wir wollen Kurz einige Beziehungen von PDL
zur Modallogik herstellen. Dazu bezeichnen wir mit
¥(a) die Menge aller Formeln vcn ¥, in denen nur der
Programmoperator [al auftaucht, und mit ¥'(a)
beze ichnen wir die Menge aller giltigen Formeln von
F(a). Jede Menge ¥'(a) ist im wesentlichen eine
normale Modallogik (RAUTENBERG (11133 man muB
lediglich den Modaloperator mit dem Programmoperator
[a)] identifizieren. Einige bekannte Modallogiken
erhalt man bei geeigneter Wahl von a, so ist zum
Beispiel:

K=7F'(a) S4=F'(A%*) M=F'(Aul?)

Die méglichen Erreichbarkeitsrelationen n(Aul?) und
n(A*) aller Kripke-Modelle iiber eine Menge g sind
namlich gerade die reflexiven beziehungsweise

reflexiven und transitiven Relatiocnen auf g.

Die Logik CPDL ist eine Erweiterung von PDL, die durch
Hinzunahme des Funktors - entsteht (HAREL [(51), der
durch S-a3T<+>T-a»S interpretiert wird. Mit ihm ist:

B=F'(Aul7ul”) 85=71((AuA)*)

Die médglichen Erreichbarkeitsrelationen w(Aul?ul"} und
n{(AuA~)%¥) aller Kripke-Maodelle iber eine Menge g sind
gerade die symmetrischen und reflexiven Relationen
beziehungsweise die Aguivalenzrelationen avf g.



Definition. Sei X eine Formelmenge und P eine Formel.
Wenn fdr jedes Kripke-Modell (g,v,n) und jeden Zustand
8€g aus SIFX bereits SIFP folgt, so schreiben wir XEP
(wir lesen “"aus S folgt P"). Ist X={Q}, schreiben wir
auch QFP. Gilt bereits @FP, was genau dann der Fall
ist, wenn P glltig ist, so schreiben wir einfach EP.

Wir bemerken, dafl in PDL Kein Endlichkeitssatz fdr die
Folgerungsrelation gilt. Sei zum Beispiel X={[A'}lpli€u}
und P={A*]p, Dann gilt XFP. Fir jede echte Teilmenge
Y=X jedoch gilt Y¥P. Denn sei [A"}p€Y. In jeden
Kripke-Modell n=(g,v,n) mit g=o, v(pl=o\{n} und
n(A)={(i,i+1)1i€w) gilt OI*Y und OIF*=(A"]p.
Insbesondere gibt es also keine endliche Menge X.SX

rit XJFP.



1.3 Entsche idungsverfahren
far PDIL.

Eine der am frihesten erkannten Eigenschaften von PDL
ist die in FISCHER, LADNER (4] bewiesene small nmodel

property.
Satz. Ist P erfillbar, so ist P schon in einem
Kripke-Modell (g,v,n) mit Igl{2!'™ erfidllbar.

Dabei bedeutet 1(P) die Linge der Zeichenreihe P. Der
Beweis des Satzes erfolgt mit der aus der Modallogik
bekannten Technik der Filtration. Wir wollen die
Beweisidee hier kurz skizzieren:

Beweis. Sei P erfillbar und 1(P)=n. Sel c(P) die
kleinste Menge, die P enth&lt, abgeschlossen gegeniiber
Subformelbildung ist und folgende Bedingungen erfillt:

[a;blREC(P) [a]ll[bB]lREC(P)
{aublRec(P) [alR,IbIREC(P)
[a¥]REC(P) [alla* 1REc(P)

[@?1REc(P) = BEc(P).

44l

Man beweist durch Induktion, daB stets Ic(P)IL1(P)
ist. Sei nun u=(g,v,n) ein Kripke-Modell sco, dal ein
SeEg existiert mit SelFP. Fir S,TE€Eg sei

S=T = (SIFR<=-TIFR fir alle REc(P))
181, = {Tl T=eS }.

Wir definieren nun ein Kripke-Modell (ge,ve,Te) mit
ge.={[Sls 1SEg}. Wegen Ic(P)i{n ist lgelg2". Mit den
Pefinitionen

18 1Eve(p) ‘== es gibt S’€I81, mit S’Ev(p)
(1S 1, ITIe)ENR-(A) = es gibt S’EIiSt: und T’ EITI,
mit (8’,T’)En(A)

hat p’=(gs, ve, ) folgende Eigenschaft:
Fir alle REc(P) und S€gr gilt SIF*R == ISR

Damit gilt insbescndere I[SelesiFw'P.

Aus diesem S3tz 138t sich unmittelbar ein Entscheidungs-
verfahren fir die Erfillbarkeit einer Formel P



ableiten:

Untersuche alle Kripke-Modelle (g,v.n) mit (zum
Beispiel) g={(1,..,K}, K{(2'* daraufhin, ob ein S€g
mit SIFP existiert.

Dieses Verfahren ist jedoch ganz und gar

unpraktikabel. Zwar ist der bendétigte Aufwand fir den
Test, ob ein 5€g mit SIHP existiert, nur ein Polynonm in
lgl+1(P) (FISCHER, LADNER [4]). Die Anzahl der 2zu
untersuchenden Kripke-Modelle ist aber von der

Gr3Benordnung 2% (PRATT [81), was eine praktische
Durchfdhrung des Verfahrens fir andere als triviale
Falle ausschlieBt. Aus diesem Grund wurde stets nach
besseren Entscheidungsverfahren gesucht, von denen wir
eine Auswahl im folgenden Kkurz vorstellen wollen,

Bereits in PRATT (8] geschieht die Entscheidung der
Erfillbarkeit einer Formel P auf eine Art und Weise,
wie sie auch bei uns erfclgt; und zwar durch einen
Tableau-Kalkidl. Die Erfidllbarkeit von P wird zunachst
zurickgeflihrt auf das Vorhandensein gewisser
Strukturen; bei PRATT werden dazu filtered tableau
closures definiert, wir benutzen die direkte Verall-
geme inerung der model graphs aus RAUTENBERG [12]1. In
beiden F&llen wird gezeigt, daB eine solche Struktur
genau dann existiert, wenn es nicht mé&glich ist,
gewisse Tableaus zu konstruieren. Die von uns
definierten PDL-Tableaus sind ebenfalls eine direkKte
Verallgemeinerung der in RAUTENBERG [(12] definierten
Tableaus fir die Modallogik. Wie dort erméglichen sie
uns hier auBerdem den Beweis eines Interpolations-
satzes.

Nach obigem Satz wird jede erfillbare Fcormel P bereits
von einem Zustand eines Kripke-Mcdells (g,v,m)
akzeptiert, in dem jeder Zustand SEg eindeutig durch
die Menge {REc(P)ISIHR} bestimmt ist. Mit den in PRATT
{91 und HAREL [5] angegebenen Verfahren wird jeweils
versucht, ein solches Modell direkt aus den Teilmengen
von c(P) zu konstruieren. Man bildet dazu (im O.
Schritt) die Menge go. derjenigen ZEc(PF), die folgends
Bedingungen erfillen:



“RE€Ec(P) = (~REZ = R€&Z)

QAREc(P) = (BAREZ <=Q,REZ)
fasblREc(P) = ([as3;blREZ=[allblREZ)
(aublREc(P) = (lavblREZ<=[alR,[blREZ)

[a¥]1REc(P) = ([a¥]IREZ<>[alla*]1R,REZ)
[Q?]REc(P) = ([QPIREZ<=(QEZ=REZ)).

Zu jedem in P auftauchenden atomaren Programm A wird
dann f.,(A) definiert durch

(Z,Z°)En.(A) <= ([AIREZ=REZ’)

Existiert nach dem i-ten Schritt ein Z€g; und ein
[alREc(P) so, daB [alR¥Z ist, jedoch gilt:

far alle 2’ mit (Z2,2’)En(a) ist REZ’,

so bildet man gi+1 =g:\ {2} und 1y« =mMN(g;«x¥g:n1). Nach
hadchstens Igeol Schritten liegt ein g« vor, fir das
kein solches Z existiert. Ist g« nichtleer, so gilt
mit ZEv.(p) . &=p€Z fir das Kripke-Modell u=(gu,vi,m):

REc(P) = (ZIF*R<5REZ).

Enthalt also ein Z€gx die Formel P, so ist P
erfillbar. Man Kann insbesondere zeigen, daB P genau
dann erfiillbar ist, wenn ein Z€g. mit PEZ existiert.
Somit bildet die oben angegebene Konstruktion von gu
ein Entsche idungsverfahren.

Weitere Arbeiten ({1] und 1(13]) geben Entscheidungs-
verfahren fir die deterministic propositional dynamic
logic DPDL an. In ihr werden die Formeln und Programne
nur Odber deterministische Kripke-Modelle inter-
pretiert; das sind Kripke-Modelle (g,v,n), in denen
jedes n(A) eine partielle Funktion ist. Zu jedem SEg
und AE€P gibt es also héchstens ein TEg mit S-2A>T.
Nicht jede erfillbare Formel von PDL ist auch in einem
solchen Modell erfiillbar; die Formel -—{AlpAa-{Al-p zum
Beispiel ist nur in einem Zustand S erfidllt, zu den
Zzwei Zustande S5-A>T,T’ existieren mit Ti-p und T'IiF-p.

Wie in VARDI, WOLPER (13] dargelegt wird, hat jede in
einem deterministischen Kripke-Modell erfillbare
Formel P ein sogenanntes Baum-Mcdell. Das ist ein



Kripke-Modell (g,v,n), bei dem die Struktur
(g,Usen(A)) ein Baum ist (siehe 1.4). Welter wird
gezeigt, daf zu jeder Formel P ein Automat A der GraéBe

c:l(p)2 flir gewisses ¢ Konstruiert werden Kann, der
genau die Baum-Modelle von P akzeptiert. Die Formel P
ist also genau dann erfillbar, wenn A irgend einen
Baum akzeptiert. Verfahren, die dieses Problem
entscheiden, sind bereits beKannt, der interessierte
Leser sei jedoch auf die Literaturhinweise in [13]

verwiesen.



1.4 Tabkbleaus

In diesem Abschnitt definieren wir Tableaus und
stellen die typischen Bestandteile von
Tableau-Kalkilen vor,

Definition. Das Paar (g,<) einer Menge g und einer
Relation 4 auf g heiflt eine Struktur. Die Elemente

s,t,.. von g heifen Xnoten; eine Menge S,..:5, von
Knoten mit sed..4ds, heiBt Pfad (von s, zZu s,.).

Existiert ein Pfad von s zu t, schreiben wir s{t; die
Relation { ist also der reflexive transitive AbschluB
der Relation 4. Fir s{t und s#t schreiben wir s{t. Ist
s{t, so heifBt t Nachfolger von s, und s heift
Vorgdnger von t. Existiert zudem Kein u€g mit s{u<t,
so sprechen wir vom direkten Nachfolger bzw.

Vorganger. Ein Knoten ohne Nachfolger heift Endknotern.

Definition. Ein Baum ist eine Struktur (T,d), die

folgende Eigenschaften hat:

i) Es gibt genau einen Knoten %£.€T, der keinen Vor-
gédnger hat. Dieser Knoten heiflit die #urzel von
(T,4).

ii) Fir jeden Knoten s&€T gibt es genau einen Pfad von
te 2u 5.

Wir nennen einen Baum (T?,<1’) Teilbaum von (T,<), wenn
T'ST und 2’=dl;. ist, und wenn fir s,t€T’ mit st

jeder Knoten u mit s€{u{t ebenfalls in T’ ist. Die
L&nge eines Baums (T.,4) ist die Anzahl der Knoten des
langsten Pfades in (T,<).

Definition. Ein Tableau T (iiber eine Formelmenge ¥;)
ist eine Struktur der Gestalt (T,4,x,¥;). Dabei ist

(T,q) ein endlicher Baum, und x ist eine Funktion, die
jedem Knoten t eine endliche Formelmenge x(t)Z¥, so
zuordnet, dal stets folgende Bedingung gilt:

Ist x(s) erfillbar und s nicht Endknoten., dann ist
2(t) erfiallbar fir mindestens einen direkten
Nachfolger t ven s.



Wir werden nicht immer streng zwischen der StrukKtur 7T
und der Knotenmenge T unterscheiden und von den Knoten
s,t,..€7 reden. AuBerdem werden wir, wo es nicht zu
MiBverstdndnissen fihren Kann, nicht zwischen den
Knoten und den ihnen zugeordneten Formelmengen
unterscheiden. Wir werden also z.B. von einem Tableau
"mit der Wurzel X" oder von "einem Tableau fir X"
reden, wenn seiner Wurzel die Formelmenge X zugeordnet

ist.

Ein Tabileau-Kalkil besteht aus zwei Komponenten:

- einer Menge von Regeln, die angeben., wie ein Tableau
fir X ausgehend von der Wurzel X durch schrittweise
Bildung neuer Knoten konstruiert werden Kann,

- einer einfach zu Gpeyprifenden Eigenschaft von
Tableaus, die die Nichterfillbarkeit der Wurzel X
impliziert. Tableaus mit dieser Eigenschaft nennen

wir geschlossen.

Ein Tableau-Kalkil heifit vollstandig, wenn man fir

jede nicht erfillbare Formelmenge X mit den Regeln des
Kalkils ein geschlossenes Tableau konstruieren kann.
Ein volistandiger Kalkil eignet sich als Entscheidungs-
verfahren, wenn fir jedes nicht erfillbare ¥ ein
geschlossenes Tableau existiert, dessen GréBe einen

nur von 1(X) =Eeex]1(P) abhangenden, kerechenbaren Wert
nicht dberschreitet,

Bevor wir den Tableau-Kalkil far PDL vorstellen,
wollen wir einen vollstindigen Kalkul fir das Problen
angeben, ob eine Formel aus ¥(A) erfillbar ist. Es
handelt sich dabei im Prinzip um den Kalkil far die
Modallogik K aus RAUTENBERG {12].

Definition., Eine Formelmenge X heiRt geschlossen, wenn

DEX ist oder wenn sie eine Formel zusammen mit ihrer
Negation enthdlt. Sie heilt einfach, wenn jede Formel
PEX eine <(eventuell negierte) Aussagenvariable oder
von der Gestalt [AIR cder -{A1R ist. Ferner sei
Xa={RILAIREX].



Wir nennen dabei eine Formel P von der Gestalt [AIR,
wenn es AEP; und REY gibt mit P=[A&]R.

Lemma 1. Eine einfache Formelmenge X ist genau dann
erfdllbar, wenn sie nicht geschlessen ist und fir alle
2 [AIREX auch Xa3R erfillbar ist.

BEWEIS. Sei X erfillbar. Dann gilt S!H*X in einem
Kripke-Modell u=(g,v,n), und es gibt fir alle ~[AIREX
ein Sax€Eg mit S-A2SB.,r und SI-Xa:aR.

Sei andererseits X nicht geschlossen, und es gebe

far jedes -[AIREX uaer ein Kripke-Mcdell, in dem ein
Zustand Sak mit SaxlFXa?-R existiert. Man fagt nun
alle Ha,z, Zusammen mit einem neuen Zustand S.,, zu
einem weiteren Kripke-Modell zusammen. Seien o.R.d4d.A.
die gar paarweise disjunkt, und sei S, in Keinem g
enthalten. Sei g ={Sc}ulU{gaxIa[AIREX}. Sei v’ (p) ={S.},
falls p€EX, sonst sei v’(p) =@ (hier geht ein, daB ¥
nicht geschlossen ist). Sei v(p) =v’{(plull{va:(p>}. Sei
weiter > (A) ={(So,Sar)Ia[AIREX} und

n(A) =n’ (A)ulU{ma,el2[AIREX}. In 1 =(g,v,m) gilt dann
S50-A¥Sa,e flir alle ~[AIJREX. Man dberzeugt sich nun
schnell davon, daB S.ir*X.[O

Die Regeln des Kalkuls lauten wie folgt:

X3P X:PAg X:a(PAG)
0 e (A girsa M) RKeP ixsag

Die Schreibweise der Regeln entspricht der in (12] und
ist so zu verstehen: die Nachfolger eines Knotens Z
Kénnen dann mit der Regel (-A) Konstruiert werden,
wenn er van der Gestalt X;=(PAQ) ist, d.h. wenn es XCZ7%
und P,Q€E¥ gibt mit Z=¥X;-(PAQ). Der Knoten Z erhalt
dadurch die zwei Nachfolger X;-P und X;-Q. Diesen
Vorgang nennen wir eine Anwendung der Regel (=aA) auf 2
(oder auf =(PAQ) in Z). Die Anwendung der restlichen
Regeln ist analog zu interpretieren. Auf jeden Knoten
darf dabei nur einmal eine Regel angewandt werden. In
diesem Kalkidl nennen wir ein Tableau ¥ geschlossen,
wenn jeder Endknoten von T geschlossen ist.



Ein geschlossenes Tableau T fir ein nicht erfillbares
Z konstruiert man schrittweise wie folgt: Sei X ein
bereits Konstruierter, nicht erfillbarer Knoten des
Tableaus, der nicht schon geschlossen ist. Ist X nicht
einfach, kann auf ihn eine der Regeln (A}, (aA) oder
{71} angewandt werden. Dadurch erhalt X einen oder zwei
direkte Nachfolger, und diese Kncten sind ebenfalls
nicht erfiillbar. Ist X dagegen einfach, so gibt es
nach Lemma | ein ~[AJREX so, daf X.;-R nicht erfallbar
ist. Durch Anwendung der Regel (K) kann man aber genau
diesen Knoten Konstruieren.

Jeder so konstruierte Nachfolger Y eines nicht
erfillbaren Knotens X ist ebenfalls nicht erfallbar,
zudem gilt 1(Y><1(X). Man erhalt also schlieBlich ein
Tableau, das nicht langer als 1(Z) ist, dessen nicht
erfillbare Endknoten alle geschlossen sind.

Beispiel. Wir geben ein geschlossenes Tableau fir die
Menge {ra-lAlp,r2[AJ(prg}) an. Nach jedem Knocten haben
wir dabei die Bezeichnung der Regel notiert, die zur
Konstruktion seiner Nachfolger benutzt wurde.

raalAlpsir2[Al(pag)
(A)
ri=lAlp;r+1l21(pArg)
(=n)
ri;=lAlps;[Al(pAg) r;-lAlp;sr
()
ri=a{Alp; [AI(pAg)
(x>
P pAg
(A)

pipig



1.9 Lokale Tablcecaus

Wie wir im letzten Abschnitt an einem Beispiel gesehen
haben, kann man flir jede Formelmenge XESF¥(A) problemlos
ein Tableau konstruieren, dessen Endknoten X.,..,X.
einfach sind und

SIF*X < SI+*X; far ein i{n.

fidr jeden Zustand S jedes Kripke-Modells p gilt. Wir
wollen nun zeigen, wie man auch fir jedes XZ¥ ein
Tableau mit einer vergleichbaren Eigenschaft
konstruieren kann. Dazu missen wir die Menge der
"Formeln” J¥r, aus denen die Knoten eines solchen
Tableaus bestehen kdnnen, {iber ¥ hinaus erweitern.

Definition. Eine n-Formel sei eine Zeichenreihe, die

aus einer Formel durch Ersetzen eines oder mehrerer
Programmoperatoren der Gestalt [a*] durch die Zeichen-
reihe [a'*] hervargeht. Die Funktion f ordne jeder
n-Formel diejenige Formel PE¥ zu, aus der sie so
hervorgeht; und fir alle PE¥ sei f(P) =P. Sei ¥" die
Menge aller n-Formeln. Wir bezeichnen auch n-Formeln
mit den Buchstaben P,Q,.. und nennen sie ebenfalls
Formeln. Um zu betonen, daB eine Formel keine n-Formel
ist, nennen wir sie auch normal. Wir gdefinieren fir
alle P&EFn

SIFP <= SIF{(P).

Damit ist auch klar, was unter der Erfillbarkeit einer
Menge XES¥u¥" zu verstehen ist. Unter einer Formelmenge
verstehen wir ab jetzt stets eine (endliche) Menge
X=FuF~. Wir nennen einen Knoten normal, wenn er nur
normale Formeln enthdlt, sonst nennn wir in auch einen
n-Knoten. Einen Knoten, der eine Formel der Gestalt
=2’ ]P enthdlt, nenen wir einen =la‘1-Knoten.

Definition. Ein lokales Tableau ist ein Tableau,
dessen Wurzel eine normale Formelmenge ist, und das
mit den klassischen Regeln

X3P X;PAQ X:;=(PAQ)
() 558 (A 5750 (N 5P K0



sowie mit den folgenden Regeln konstruiert wird:

X;-laublP X;=0(Q21P . XialaiblP
() FETa P I ate1r ) UGasaF (7P X5oialibip
X; (aublP X; (@2 1F . X3la3blP
(W) g3(a1P;(bIP ) gmarxsr 9 Lralteir
X;-la*]p X; [a%1P
() FEIR =2l (3™ P (0 —5Fitalia™ip

Bei der Konstruktion sind zusatzlich folgende Sonder-
regelungen und Einschrankungen zu beachten:

1) Anstelle eines Knotens X;-lAlP oder X;[AIJP mit der
n-Formel P entsteht stets der Xnoten X;-[{A1f(P)
bzw., X;[Alf{(P).

2) Anstelle eines Knctens X;[a‘]P entsteht stets der
Knoten X.

3) Wenn es méglich ist, muBR eine Regel auf eine
n-Formel angewandt werden.

43 Auf einen -la‘]l-Knoten darf Keine Regel angewandt

werden.

Entstehen aus der Menge ¥ durch Anwendung einer der
Regeln die Mengen X:,..,X. (n{2), s0 gilt auch hier
stets SIF*X = SiH*X; fir ein i{n. AuBerdem gilt, dafB
jede Formel durch anwendung einer Regel durch in
gewissem Sinne einfachere Formeln ausgetauscht wird;
das sind z.B. Formeln, die Kirzer sind oder mit einem
einfacheren Programmoperator beginnen. Eine normale
Menge, auf die keine dieser Regeln angewandt werden

kann, ist einfach.

Definition. Ein lckales Tableau heiflt maximal, wenn

auf Keinen Endknoten eine Regel angewandt werden Kann

oder darf.

Dort, wo in einem lokalen Tableau ein n-Knoten
auftritt, befindet er sich in einem Telltableau,
welches nur aus n-Knoten besteht, und dessen Endknoten
entweder —la‘1-Knoten sind oder normale Nachfolger

auf Grund von 1) oder 2) haben. Wir geben ein Beispiel,



Al (Aup?)¥]qg
(-n)
e =[Aup?]1{(Aup?)™Iq
(=u)

alp?1 I (Aup?i™lg -[A)ICAup?)*1qg
|

(A7)

I
p;[(Aup)™]g

Lemma 2. Fir jedes X gibt es ein maximales lokales
Tableau, dessen Lange 1(X) nicht Uberschreitet.

BEWEIS. Wir definieren zundchst parallel fir jedes
Programm a und jede Formel P das MaB m:

m(A) =0
n(a‘) =0

m{@7?Y =max(m(RY, m(=Q>)+1
nasb) =m(al)+m(bl+1
m(aub) =m(al)+m(bl)+1

m(a¥*¥) =1+m(a?l

m(0) =0
m(p) =0
m{ap) =0

n(=mP) =1+m(P)

n(PAQ) =1+m(PX+m(Q)
m(—(PAR)) =1+m(=P)+m(-Q)

m([alP) =m(ar+m(P)
n{=lalP) =m(a)+m{(-P)

Durch Induktion zeigt man, daBf die Zahlen m(a) und
n(P)> obere Schranken fir die Anzahl! der verschiedenen
Formeln sind, die in einem lokalen Tableau fir [(al0
oder -lal0 bzw. fir P auftauchen Ké&nnen und auf die
eine Regel anwendbar ist. Wir bemerken, daf beil jeder
Anwendung einer Regel auf eine Formel P auschlieBlich
Formeln mit Kleinerem MaR m entstehen. Man zeigt
weiter durch Induktion, daBl m(aX<1([al) fir jedes
Programm a und m(P>{l(P) £f4r jede Formel P ist. Es
folgt unmittelbar, daf in einem lokalen Taleau fir X
weniger als 1(X) verschiedene Formeln auftauchen, auf
die eine Regel anwendbar ist.



Sei nun X,4..dX. ein Pfad eines lokalen Tableaus 7T,
das so Konstruiert ist, daB (mit den durch 3)
gegebenen Einschriankungen) in jedem Knoten X; (idn)
eine Formel Py mit maximalem m(P,) ausgetauscht wird.
Wir zeigen:

Fir j>i ist P.&X,.

Sei Py normal. Es gilt m(Pp<{m(Py) fir alle j2i. Aus
keinem P; kann P: entstehen, somit ist Pi€&X; fir jr>i.
Sei Py n-Fecrmel und X: erster normaler Kneten nach X.
Fir i{j<1 gilt ebenfalls m(P;d<{m(P;), also ist P:€X;
far i<{j<l. Ist P; nichtnegierte n-Formel, so ist P;
von der Gestalt [a:l..[a,1la™™ 1@ mit einem normalen
@, und es ist Pe=[a¥*1]Q fir ein k<i. Da [a¥1Q@€X, fir
j?K gilt, und P: nur aus [a*]@ entstehen Kann, gilt
P#X; auch fir alle j>l. Analoges gilt fir negierte
n-Formeln.

Entlang des Pfades wird alsoc Keine Formel mehr als
einmal ausgetauscht, in ihm tauchen héchstens m(¥,d
Formeln auf. er ist also nicht l&nger als 1(X;). O

Lemma 3. Sind s,t Knoten eines lokalen Tableaus mit
s{t, sc ist x(sJ)#x(t).

BEWEIS. Eine Formel P wird bei Anwendung einer Regel
gegen (héchstens) zwei Formeln P,,P: augetauscht.
Wegen m(P)>m(P:) (i=1,2) gilt mit dem Mafl

m’ (X)) =Lleex3*® stets m?(x(s))om’ (x(t)). O

Lemma 4. Sei p ein Kripke-Modell dber g, und sei SEg.
Sei X=¥X’3-[(alP Knoten eines loKalen Tableaus mit SIFX.
Sei X’ normal, und sei P normal falls a atomar ist;
sonst sei P n-Formel. Weiter sei TE€Eg mit S-a®»T und
TH--P. Dann gibt es einen normalen Kncten Y2X mit SIFY,
der die Formel -la;]l..[3,1f(P) fir ein n€Ew enthilt.

[st n>0, soc ist a; ein atomares Programm und
S-a1;..33.?T gilt. Ist n=0, so ist 5=T.

BEWEIS. Durch Induktion tber a.

a=Aa: Die Behauptung gilt mit Y=X.
a=@7?: Es gibt nur einen Zustand T mit 5-@72T, namlich



T=S. Der direkte Nachfolger von X ist
'3Q:;f(P), er ist normal und gilt in S.

a=buc: Es ist S-b»T oder S-c3T. Ist o.B.d.A. S-b3>T, so
gilt der Nachfolger X’;={blP von X in S.
Anwenden der Induktionsvoraussetzung liefert
die Behauptung.

a=bsjc: Es gibt UEg mit S-b>U-c?T. In U gilt -[lclP,
somit kann man auf den Nachfolger X’;-lbl(clP
die Induktionsvoraussetzung anwenden. Es
existiert also Z2>X mit SIFZ und Z enthdlt die
n-Formel =-lail..[la.llclP. Ist n>0, sind wir
fertig, sonst wenden wir auf Z noch einmal die
Indukticnsvoraussetzung an.

a=b¥: Ist 8=T, so gilt der Nachfolger X’;-P in S. Ist
S#T, so gibt es UEg mit U#S und S-b>»U-b*3»T und
UlF=[b*1P. Scmit Kann man auf den Nachfolger
K?;-lbl[b™]1P die Induktionsvoraussetzung
anvwenden. Wegen S#U existiert ein Nachfclger
dieses Knotens, der in 8§ gilt und der eine
n-Formel der Gestalt =la:l..[a.]J[k™IP
enthalt, wobei a: atomar ist. O

Lemma 5. Sei ¥ ein lokales Tableau, in dem jeder
Endknoten normal oder ein -la‘’1-Knoten ist. Seien
Xi;..,X, die normalen Endknoten. Sei S Zustand eines
Kripke-Medells u dber g. Es gilt

Si*X <> SIF*X, fir ein i¢n

BEWEIS. Da mit YdZ und SiH*Z auch SiH*Y gilt, folgt aus
SI-*X: sofort SiF*X. Fir die andere Richtung zeigen wir,
daB zu jedem normalen Knoten YEY mit SlIF*Y ein normaler
Knoten Z2Y mit SI-=Z existiert. Wir brauchen dazu nur
die zwei Falle zu betrachten, in denen nicht alle
direKten Nachfolger von Y normal sind:

- Auf jeden Knoten, der eine nichtnegierte n-Formel
enthdlt, Kann eine Regel angewandt werden. Entsteht
der Nachfolger von Y durch Anwendung von (n), findet
man also einen Pfad in S erfillbarer Knoten, der von
Y zu einem normalen Knoten Z fahrt.



Sei Y=Y?;=[a*1P, und die Nachfclger von Y entstehen
durch Austausch von =[a*¥]P gemdaB (-n). Ist a atomar,
so sind schon beide Nachfolger von Y normal. Sei a
also nicht atomar. Es gibt einen Zustand UEg mit
S-a*2>U und UlF"-P:

Ist S=U, so ist schon der Nachfolger Y’;=-P von Y in
S erfillbar und normal.

Ist S#U, so gibt es T mit T#S und S-a?»T-a%2>U und
TIF=[a¥]1P. Anwendung von Lemma 4 auf Y;-lalla™]P

und T liefert einen in S erfillbaren normalen Knoten
Z3¥. O



1.& PDIL.—Takbleaus

Die Formelmenge X enthalte eine Formel der Gestalt
—-la.l..[a.1P. Notwendige Bedingung dafir, daB SI~X in
einem Kripke-Modell idber g gilt, ist die Existenz von
Zustanden T, ..,TaEg mit S-a:¥Ti-az?»..-2,.3T. und

Tall-=P. Wir geben in diesem Abschnitt die Regeln der
PDL-Tableaus an, mit denen far X diese Bedingung
iberprift werden kann. Dazu gehdrt eine Regel, durch
deren Anwendung eine Formel der Gestalt -la;l..[a.]P
mit der Formel P markiert wird. Wir schreiben dann
—fa;l..[a.1PF. Enthdlt eine Formelmenge eine markKierte
Formel, nennen wir sie belastet, sonst frei. Analog
sprechen wir von belasteten und freien Knoten.

Die Regeln der PDL-Tableaus sind neben den Regeln der
lokalen Tableaus:

ey FEofBeleolSall g grej die Belastungsregel,
(M=) %%E%g%%i die Befreiungsregel,

aty AILAJES die kritische Regel.

Hierbei bedeute

e =P falls R=P
Pt = { -P* sonst

Die Regeln (—ul),(anl), (=3) und (=?) der lokalen
Tableaus sollen auch auf markierte Formeln anwendbar
sein. Die jeweils entstehenden Formeln missen dann auf
eine bestimmte, noch festzulegende Weise markiert
sein. Wir geken diese Regeln alsoc ncch einmal fir die
Anwendung auf markKierte Formeln an.

X;—laub]P* . XialaiblpF
("0 EETaIPRIX:a(bIET (73) ¥ oTaTibIip*

X;-la* 1P* ¥3-[Q21P®
(o) PR riN:alal [ 1BF (2?) S5giopee

Man bemerke, dafll bei Anwendung der Regeln (2t), (-n)



und (=?) auf eine markierte Formel die MarKierung
genau dann verschwindet, wenn die entstehende Formel
die Negation der Markierung ist.

Definition. Sei X:4..<1¥, ein Pfad eines mit den bisher

definierten Regeln Konstruierten Tableaus. Entsteht
kein X, (i»>1)> durch Anwendung von (At), nennen wir den
Pfad unkritisch, sonst kritisch. Ist jedes X
belastet, nennen wir den Ffad ebenfalls belastet.

Definition. Ein PDL-Tableau ist ein mit den bisher
definierten Regeln Konstruiertes Tableau, bei dessen
Konstruktion zusatzlich zu 1) bis 4) folgende Sonder-
regelungen und Einschr&nkungen beachtet sind:

5) Auf einen Knoten, der durch Anwendung von (M+)
entsteht, darf nicht (M-) angewandt werden.

6) Ein normaler Knoten X=x(t), zZu denm ein s{t mit
x(s)=x(t) existiert, ist Endknocten, wenn der Pfad
von 5 zu t Kritisch ist, und wenn der Pfad von s zu
t zudem belastet ist, wenn X belastet ist.

7} Jeder belastete Knoten, der nicht auf Grund von
Bedingung 6) Endknoten ist, hat einen Nachfolger.

Ein lokales PDL-Tableau ist ein PDL-Tableau, in dem
Kein Knoten durch (At) entsteht.

Zu jedem PDL-Tableau J gehdért auf natirliche Weise
eine Partition in lokale PDL-Tableaus ¥:,..,J., und
zwayr in die maximalen lokalen Teiltableaus. Aus jeden
normalen EndKknoten eines J:, der nicht schon EndKknoten
ven J ist, entsteht durch Anwendung ven (At) die
Wurzel eines J;27.. Ein lokales PDL-Tableau
unterscheidet sich von einem lokalen Tableau nur durch
die eventuelle Anwendunyg der Regeln (M+) und (M-}, sie
haben also weitgehend gleiche Eigenschaften. Wir
lassen deswegen, wo es nicht zu MiBverstandnissen
kommen kann, den Zusatz PDL weg. Wir reden auch
einfach von Tableaus, wenn wir PDL-Tableaus meinen.



Lemma 6. Es gibt eine Héchstladnge fir Tableaus far X.

BEWEIS. Zunachst beweist man &hnlich wie in Lenma Z,
daf in einem Tableau T fir X nicht mehr als n'=1(X)
verschiedene nicht markierte Formeln auftreten kodnnen.
Weiter folgt aus Lemma 3 fir alle Knoten s<{t€J mit
x(s)=x(t), daB der Pfad von s zu t kritisch ist. Kein
Pfad enthadlt deshalb mehr als 2" freie normale Knoten.
Weiter gibt es in T nicht mehr als n'2" verschiedene
belastete Mengen f4r jede mdgliche Markierung. Ein
belasteter Ffad enthalt also héchstens n'2" normale
Kncten. Befinden sich zwischen zwei solcher Knoten nur
n-Knoten, so sind es weniger als 2" n-Knoten, denn sie
befinden sich dann in demselben unkritischen Pfad. Ein
belasteter Pfad ist also nicht langer n-2?. Zwischen
zwel belasteten FPfaden befindet sich mindestens ein
freier Knoten, scomit Kénnen nur weniger als 2-
belastete Pfade aufeinander folgen. Das Tableau J ist
alse nicht langer als n-'2*. O

e

Definition. Ist ¥ ein Tableau, so sei fir s,t€T

s1't < s<t, cder s ist Endknoten, es gibt ein u<ds
mit u<dt und x(ul)=x(s), von dem ein

belasteter und kritischer Pfad zu s fihrt.

Weiter sei (" die reflexive transitive Hille von <.
Die Relation ist i.a. keine Halbordnung; fir freie
Knoten ¥X,Y gilt jedoch H{Y<++X{("Y. Eine Folge

£:<1*'. .0°t, nennen wir einen <I"-Pfad.

Lemma 7. Sei 5 Zustand eines Kripke-Modells idber g,
und sei X=X’;3;-lalP® ein in S geltender normaler Knoten
eines Tableaus T, in dem kein Xnoten durch Anwendung
von (M=) entsteht. Sei weiter TE€g mit S5-a3%T und TiF=P.
Dann gibt es einen A'-Pfad erfillbarer Knoten von X zu
einem normalen Knoten Y=Y’;-P™7, der in T gilt.

BEWEIS. Wir bemerken zuerst, daB in J jeder belastete
Knoten s Nachfolger beziglich " besitzt, die aus
Anwendung einer Regel auf x(s) entstehen. Dann gibt es
einen <1"-Pfad erfillbarer Knoten von X zu einem in §
geltenden Knoten Z=Z’;-[alP®, dessen Nachfolger durch
Austausch der markierten Formel entsteht. Der weitere
Beweis erfolgt nun durch Induktion {ber a.



Indukticnsanfang:

a=Aa: Sei T€g mit S-A>T und TIi-P. Der <4°-Nachfolger
Z74:P* yon Z gilt in diesem T und ist ven
der verlangten Gestalt.

a=Q?: Es ist T=5. Der 4'-Nachfolger Z’':;Q@:;-P™" von Z
gilt also in T und ist von der verlangten
Gestalt.

Sei nun die Behauptung bewiesen fir die Programme b
und c.

a=buc: Sei S-buc?*T und TI=P. Dann ist S-b»*»T oder
S-c?T, und einer der “d'-Nachfolger Z’;-[bIlP®
und Z2’;-lclP® ven Z gilt in S. Anwenden der
Induktionsvoraussetzung auf diesen Knoten
liefert die Behauptung.

a=bjc: Fir S-b;c?T ezxistiert U mit S-b>U-c?T und
UlF=[clP. Anwenden der Induktionsvoraussetzung
auf den <-Nachfolger Z*';3;-ilbl[clP® von Z und U
liefert einen Knoten W=W’;=lclP® mit Z{'W, der
in U gilt. Anwenden der Induktionsvoraussetzung -
auf Wund T liefert die Behauptung.

a=b*¥: 1Ist S-a*>T, so gibt es ein minimales n mit
S5-a"?T. Wir beweisen diesen Fall durch
Induktion Gber n.

Induktionsanfang n=0:
Ist n=0, so ist S5=T, der 4'-Nachfolger
*>i=aP®® von Z2 gilt in 8, und er ist von der
gewilnschten Gestalt.

Sei die Behauptung bewiesen fir m=n-1:
Ist n>0, so gibt es UEg mit U#S und
S=b2U=b=>»T. Der <"-Nachfolger Z’;=[bl[b™I1P
gilt in S. Nach Lemma 4 gibt es einen
normalen Knoten W>'Z mit
W=W?3-la;]l..[ax][b¥1P®? so, daB S=a:j;..3a>U
ist, und der in S gilt. Die a; haben alle
eine geringere Komplexitd&t als b¥, K-maliges
Anwenden der Voraussetzung der Induktion iber
den Programmaufbau liefert die Existenz eines
Knotens V>'W mit V=V’;-[b*1P®, der in U gilt.
Nun ist U-b"3T, Anwenden der Voraussetzung
der Induktion Uber n liefert die Behauptung.O



Lemma 8. Sei T Tableau und sei YEY freier erfiillbarer
normaler Knoten. Ist Y nicht Endknoten, so gibt es
einen freien erfidllbaren normalen Knoten Z>Y.

BEWEIS. Wird auf Y nicht (M+) angewandt, ist das die
Aussage von Lemma ¢. Wird auf Y (M+) angewandt, so ist
der Nachfoclger von Z ein normaler Knoten von der
Gestalt Y?;=la(l..lanlP". Mit Lemma 7 findet man einen
d'-FPfad erfillbarer Kncten zu einem normalen freien
Knoten Z, der von der Gestalt Z’;-PP" ist, oder der
durch Anwendung von (M-) entsteht. In beiden Fallen
ist Z erflillbarer normaler freier Kneten mit Z>Y. O



1.7 Deryr PDIL.—- Kalkal

Definition. Ein Tableau J heiBt geschlossen, wenn alle

normalen freien Endknoten von J geschlossen sind.

Im verbleibenden Teil von Abschnitt | zeigen wir, daB
der hiermit definierte PDL=-Kalkil vollstdndig ist; das
heifBt, daB jede Formelmenge XE¥ genau dann erfillbar

ist, wenn Kein geschlossenes Tableau fir X existiert.

Doch zundchst geben wir ein Beispiel eines geschlos-
senen Tableaus fir die Menge X={-((Aup?)*Iig,(A%*1g}.

2l (Aup?)*1qg;
{(A*]g

(M+)

[ (Aup?)* ]1g9;
(A% ]g

(n>

=[ (Aup?)*1qg%;
g;[Al[A%]g

(—=n
g “[Aup? 10 CAUR? Y™ 1g9;
g;[Al{A%*]1g g;lA]JLA* ]1g
A
A[A1[C(Aup?)*]1qg9; —lp? 10l CAUp?I M 1gs;
g:;lAlI[A*]g g:; [AJIA%*]1qg
CAtL) (=7
[ (Bup?) ¥ 1g%; pi3al CAup?) ™ 1gs;
[A*%]1qg q; [AJLA*]g

Dieses Tableau hat drei Endknoten, deren Merkmale wir
Kurz betrachten wollen.

= Der Endknoten {-g;qg;:;[A]J[A*]1g} ist geschlossen. Er ist
normal und frei, und jeder derartige Endknoten eines
geschlossenen Tableaus ist geschlossen.



- Der Endknoten {~[(Aup?)*1ge;[(A®*]1g} ist nicht
geschlossen. Er ist jedoch belastet, und er besitzt
einen Vorganger, dem dieselbe Menge zugeordnet ist,
wobei auBerdem jeder Knoten zwischen ihnen belastet
ist. Somit ist er wegen Bedingung 6) Endknoten.

- Der Endknoten {p:;-[(Aup?)1g’;qg;[{AJ[A¥1g} ist ein
a[a“?’]-Knoten. Auf ihn darf Keine Regel angewandt
werden.

Wir bemerken, daB jeder Endknoten eines geschlossenen
Tableaus mindestens eines dieser Merkmale auvfweist.

Definition. Eine normale Formelmenge X=¥ heifBt

inkonsistent, wenn ein geschlossenes Tableau fiir X
existiert, sonst heiBt X kcnsistent.

Kecrrektheitssatz. Jede erfillbare Formelmenge XSF ist

konsistent.

BEWEIS. Aus Lemma 8 folgt unmittelbar, dafl jedes
Tableau fir eine erfillbare Formelmenge X einen freien
erfdllbaren normalen Endknoten hat. Dieser ist
insbesondere offen. Damit ist X Konsistent.O

Um zu zeigen, daB umgekehrt jede konsistente
Fermelnenge ¥ auch erfillbar ist, zeigen wir, wie man
aus den offenen Tableaus fir X ein Modell fir X
konstruieren kann. Dazu definieren wir eine bestimmte
Klasse von Kripke-Modellen, die Klasse der
Mcdeligraphen.



1.8 Modellgraphen

Definition. Eine Formelmenge X heif3it salfurieri, wenn

sie folgende Bedingungen erfdllt:

1 PEX = PEX

PAQEX = PEX und BEX

<(PAQYEX = —PEX oder —-REX
{a;blPEX = [allblPeX

{auvblPEX = [alPEX und [blPEX
(@?1PEX = -QEX oder PEX
[a®*]PEX = PEX und l[alla*1PEX
m[asblPEX = lallblPEX

“laublPEX = -lalPEX oder —~[blPEX
-[@71PEX = BEX und —PEX

-[a¥ ]PEX = -PEX oder —(lalla¥*¥]PeX

Definition. Ein Modellgraph ist ein Kripke-Modell

u=(g,n,v), das den Bedingungen i) bis iv) geniGgt.

i) Jedes Element von g ist eine saturierte Formel-
menge X mit OZX und pEX=-p&X.

ii> Ist XEg und p€X, so ist Xev(p).

iii) Ist (X,Y)En(A) und [AIPEX, so ist PEY.

iv) Ist X€g und =[alPEX, so gibt es YEg nmit
(X,Y)eEn’(a) und -PEY.

Dabei ist n* eine Funktion auf P, die auf Po mit =
dbereinstimmt, die fir Tests durch

' (P?) = {(X,¥{)IXEg und PEX)

definiert ist und die fir Programme der Gestalt ajb,
auvub und a* wie n induktiv definiert ist.

Offensichtlich 1aBt sich zu jedem Xripke-Modell
u=(g,n,v) ein Modellgraph konstruieren:

Fir SEg sei X ={PE¥ISIF*P}, es sei g”* ={Xs18€g},
weiter sei n'(A) ={(¥Xs,X:) 1 Xe u5Xr) flr alle AEP, und
v’ (p) ={XcIpEXs} fir alle pE¥..

Man zeigt leicht, dafl u’” =(g’,n’,v’) die Bedingungen
bis iv) erfallt.

i)



Lemmz 9. Ist u=(g,n,v) Modellgraph, XEg und PEX, so
gilt XiH=P,

BEWEIS. Wir zeigen durch simultane Induktion tber den
Formel- und Programmaufbau, daf

+) PEX = XIFP (mit IF=iF=)
(=) “PEX = XIHP

fdr jede Formel P und
(o) [alPEX = ist (X,Y)En(a), so ist PEY
far jedes Programm a (und jede Formel P) gilt,

Ist P=0 oder ist P Aussagenvariable, so gelten (+) und
(=) auf Grund der Bedingungen i) und ii).

Sei also jetzt P eine Formel, fir deren Subformeln (+)
und (=) bereits bewiesen sind. AufRerdem sei (a) far
alle Programme bewiesen, die in P auftauchen.

Sei P=-@. Ist PEX, so gilt nach (-) und Induktions-
voraussetzung XIH#@, also XiF-Q=P, und damit gilt (+).
Ist -P=--Q€X, so ist wegen der Saturiertheit von ¥
auch QEX und XI-Q nach Induktinnsvoraussetzung. Damit
gilt aber XI¥-Q@=P, und das ist (-).

Sei P=QAR. Ist PEX, so sind QEX und REX, was nach
Induktionsvoraussetzung X1~Q und XIFR, somit XIFQAR=P
bedeutet, somit gilt (+). Ist “PEX, so ist -—QEX oder
JREX. Somit gilt nicht XI-@ und XIFR, das heifRt X IH@AR=P,
und das ist (-).

Sei P=[ala. Ist PEX, so folgt nach Voraussetzung der
Induktion dber a, daB far alle Y mit (X,Y)En(a) schon
QEY ist. Nach Voraussetzung der Induktion dber P folgt
aus Q€Y schon YIF@, somit gilt XI~[alQ. Ist -PEX, so
gilt far jeden Test R, der in a vorKommt, bereits (+).
Aus (X,Y)En"(R?) folgt also (X, Y)En(R?), ist sonit
(X,Y)En’(a), so ist auch (X,Y)En(a). Wegen iv)
existiert also ein Y mit (X,Y)En(a) und -QEY. Nach
Indukticonsvoraussetzung gilt Y!-Q, somit gilt ¥XiH[al@.

Fir atomare Programme gilt (o) stets wegen der
Bedingung iii). Sei alsc [alPEX und a ein
nichtatomares Programm, filir dessen Subprogramme (o)
bereits bewiesen ist. AuRerdem sei (-) bereits
bewiesen fir alle Tests, die



in a auftauchen.

Sei a=R?. Wegen der Saturiertheit ist -REX oder PEX.
Ist (X,Y)En(R?), so ist Y=X und XIFR. Wegen (-} ist
dann aber -RE&X, also ist PEX=Y.

Seil a=buc. Wegen der Saturiertheit ist [bIPEX und
[cIPEX. Ist nun (X,Y)En(a), so ist (X,Y)En(b) oder
(X,Y)En(c). In jedem Fall ist nach Induktionsvor-
aussetzung PEY.

Sei a=bsc. Es ist [bliclPEX. Ist (X,Y)En(a), so gibt
es ZEg mit (X,Z2)En(b) und (Z,Y)En(c). Nach Induktions-
voraussetzung ist [(clPEZ und PEY.

Sei a=b¥. Ist (X,Y)En(b¥), so gibt es ein minimales
n€w mit (X,Y)En(b"). Wir beweisen (o) nun durch
Induktion dber n. Der Fall n=0 ist klar, denn dann ist
X=Y., und wegen der Saturiertheit ist schon PEX. Sei
alsc die Behauptung bewiesen fdr m=n-1. Es ist
[bl[b*1PEX, und es gibt ein ZEg mit (X,Z)En(b) und
(Z,Y)En(b~*!). Nach der Voraussetzung der Induktion
dber a folgt [b¥1PEZ, und mit der Voraussetzung der
Induktion idber n folgt PEY.O



1.9 Konsistente Knoten

Um die Konstruktion von Modellgraphen aus Tableaus
vornehmen zu K&nnen, definieren wir fir jedes Tableau
folgende Relationen.

Definition. Seien X<Y Knoten eines Tableaus. Wir
schreiben

X-2a3Y, wenn auf genau einen Knoten Z mit XL{ZKY die
Kritische Regel angewandt wird, und zwar auf
eine Formel der Gestalt -[AIlP*.

X-P?2Y, wenn der Pfad von X zu Y unkritisch ist und
ein 2 mit X{ZLY und PEZ existiert.

X-aub?»Y, wenn X-a»Y oder X-b>Y.

XK-a;b?»Y, wenn ein Knoten Z mit X<Z<{Y existiert so, daB
X-a»Z und Z-b>Y.

X-a¥2>»Y, wenn der Pfad von X zu Y unkritisch ist, ocder

wenn X-a'->Y flr ein i>! ist.

Sind ferner X<{Y Kncten so, dafR Y frei ist und Kein
freier Knoten Z mit X<{(Z2<{Y existiert, so nennen wir Y
einen ersten freien Nachfolger von X.

Weiter benétigen wir noch einige Ergebnisse iber das
Auftreten von Konsistenten Knoten in Tableaus.

Lemma 10. Jeder Knoten X=X’;j;-la:l..[a.lP?, der durch
Anwendung von (M+) entsteht, hat einen freien normalen
Nachfolger Y. Ist Y ein erster freier Nachfolger eines
Knotens X=¥X’;-[2a,1..[a,]P", und entsteht Y nicht durch
Anwendung von (M-), so ist Y von der Gestalt Y=Y’;-P,
und es gilt X-a,5..3a3.2Y.

BEWEIS. Durch Induktion i{iber n und den Aufbau der a;.Jd

Damit hat insbesondere jeder freie normale Knoten
eines Tableaus, der nicht schon Endknoten ist,
mindestens einen freien normalen Nachfolger.



Lemma l1. Sei X€T freier normaler Knoten mit den
ersten freien normalen Nachfolgern Y.,..,Yn (n212.
Sind alle Y. inkonsistent, so ist ¥ inkonsistent.

BEWEIS. Fir jedes 1 sei J; ein geschlossenes Tableau
far Y..

Ist X Knoten eines Tableaus ., so ist dasjenige
Teiltableau von 7., welches aus allen Knoten YEY, mit
X<{Y besteht, ein geschlossenes Tableau fir X.

Ist X in keinem J: Knoten, so bildet man ein neues
Tableau fir X, in dem man an den Knoten Y von 7 das
alte Tableau "abschneidet” und die jeweiligen T,
“anheftet". Dieses neue Tablezau ist ein geschlossenes
PDL-Tableau fir X.

In beiden Fallen folgt, daB X inkonsistent ist.[]

Definition. Eine belastete normale Formelmenge X
nennen wir inkonsistent, wenn X~ ={PIPEX cder PREX fiir
gewisses R} inkonsistent ist, sonst konsistent.

Lemma 12. Ist X freier normaler Konsistenter Knoten in
einem Tableau 7, so gibt es einen ersten freien
normalen Konsistenten Nachfolger Y>X so, daf jeder
normale Knoten auf dem Pfad von X zu Y Konsistent ist.

BEWEIS. Seien Y,,..,Y. die ersten freien normalen
konsistenten Nachfolger von X (Lemma |l garantiert die
Existenz solcher Knoten). Nehmen wir an, es gibt fir
jedes i einen normalen inkonsistenten Knoten Z: mit
X<{Z:{Y¥:. Diese Knoten sind alle belastet. Man erhilt
dann durch Anwenden veon (M-) auf die Z; ein Tableau,
in dem sa&mtliche ersten freien normalen Nachfolger von
¥ inkonsistent sind. Nach Lemma 11 ist dann X
inkonsistent; die Annahme widerspricht also der
Voraussetzung.[d



1 .10 Der Vollstandigke itssat=

Definition. Wir nennen ein Tableau J saturierend, wenn

die kritische Regel nur auf einfache Knoten angewandt

wird.

Modellexistenzsatz. Ist Z. eine normale Konsistente
Formelmenge, so gibt es einen Modellgraphen p=(g,v,m)
und ein S€g mit Z.LE5.

BEWEIS. Sei Jo ein maximales lokales Tableau fir Z.,
in dem nicht (M+) angewandt wird. Weiter sei Mo die
Kleinste Menge von Tableaus, die

a) Yo enthalt und

b) fir jeden einfachen konsistenten Knoten Y eines
YEM. jedes maximale saturierende Tableau fir Y-
enthalt.

Fir Knoten X,YEJEM, sei
Sx,y = {f(P)les gibt Z mit X{Z{(Y und PEZ"},

g = {Sxv¢I¥X und Y sind konsistente Wurzel und
Endknoten eines lokalen Teiltableaus
eines JEM,, und Y ist einfach}

Jedes Sx,vEg ist eine saturierte Formelmenge und
erfillt Bedingung i) flr Mcdellgraphen. Wir bemerken,
daB lgl{2'® ist. Weiter sei flr alle S,TEg

SEv(p) (= pES fir alle pE¥o,
(S, TIEN(A) S SG\ET flilr alle AEPR,.

Mit diesen Definitionen genigt n=(g,v,n) den
Bedingungen ii) und iii) fadr Modellgraphen. Durch
Induktion fiber a zeigt man leicht, daB gilt:

Sind X,Y,X’,Y’ETEM, mit Sx,vEg und Sx,vEg, sind
ferner 2,2’ Knoten mit X<Z<Y, X*<{Z’({Y’ und Z-a>»2’,
so ist (Sx,v,Sc,v)ENM"(2).

Wir zeigen nun, daB u auch Bedingung iv) erflllt. Sei
dazu S€g und -(alPES. Es ist S5=Sy,v fir gewisse Knoten
X,Y eines J€EMo. Sei X=X,4..4dX,=Y der Pfad ven X zu Y.
Es gibt ein K, mit alalPEX, (eventuell liegt -lalP

als n-Formel vor; diesen Umstand ignorieren wir



jetzt). 0.B.d.A. entstehe kein X,>X; durch Anwendung
von (M-3 oder (M+).

Wir bilden nun den Pfad Y,d..<dY.. Es entstehe Y, aus
Xy~ durch Markierung von -[alP mit P, und fdr kb>j
entstehe Yy aus Yy, wie Xi aus X~ (damit gilt
stets Yv=X«). Es Kénnen zwei Falle eintreten:

1) Ein Y, k>j ist frei. Dann ist Y;=a>Y.,
insbescndere ist (S,SYEn’(a) und —PES.

2) Alle Y., k>j sind belastet. Der Knoten Y. enthalt
dann eine Formel von der Gestalt -f{Alla:]..[a:1P".
Nun gibt es aber ein Tableau J’€Mo,, das die Wurzel
X.~ hat, deren Nachfolger ¥. ist, und in dem nicht
(M-) angewandt wird. Nach Lemma 12 hat Y, in diesen
Tableau einen ersten freien normalen konsistenten
Nachfeclger Z so, dafl jeder normale Knoten auf dem
Pfad von Ya Zu Z Konsistent ist. AuBerdem existiert
in 7’ ein einfacher kcnsistenter Nachfolger Z° von
Z, der im selben lokalen Teiltableau veon T’ wie Z

ist, denn I’ ist maximal.
Betrachten wir nun den Pfad
X<, . AX a7, . 4AY,<dl L2410 .27 .

Jeder normale Knoten des Pfades ist Konsistent.
Jeder maximale unKritische Teilpfad dieses Pfades
endet mit einem einfachen Knoten, da T’ saturierend
ist. Zu allen Knoten V,W, die Wurzel und Endknoten
eines unkritischen Teilpfades sind, existiert ein
Sv,w€g. Insbesondere existiert ein S’€g mit Z=S8’
und demzufolge -PES’. Nach Lemma 10 ist Y,-a>Z,
somit ist (S5,8')En’(a).

Damit erfallt u=(g,v,n) auch Bedingung iv>. O

Vollstidndigkeitssatz. Jede Formelmenge X=F ist genau
dann konsistent, wenn sie erfillbar ist.

BEWEIS. Aus dem Modellexistenzsatz und Lemma S folgt,
daB jede konsistente Menge erflillbar ist. Mit dem
Korrektheitssatz folgt die Behauptung. O



; S (i | Erwe iter-te PDIL.—Tableaus

Haufig kann man einen vollstandigen Tableau-Kalkil
durch Hinzunahme weiterer Regeln so erweitern, daB die
Konstruktion geschlossener Tableaus fir inkonsistente
Mengen vereinfacht wird. Diesen Umstand werden wir uns
im Abschnitt 2 zunutze machen. Dort werden wir
(zus&tzlich) die fclgenden Regeln benutzen:

. X;(2a*3b)P . X3(173a1P
(*3) FTBIPIN: (2l (a%:bB1F ?3) *gtaip
(F-) Bl Y frei (12> ELUZIE

Auflerdem soll jede Anwendung einer Regel auf eine
normale freie Formel wahlweise als Austausch (also wie
bisher) oder als Hinzuftgung von Formeln verstanden
werden kénnen. Ein Knoten X;PA8 Kann so durch
Anwendung ven (A} den Nachiolger K;PAQsPi;d ernalten.

Definition. Ein erweitertes PDL-Tableau ist ein

Tableau, das mit den bisher definierten Regeln
konstruiert ist. Ein solches Takleau T heifit genau
dann geschlossen, wenn alle normalen freien Endknoten
geschlossen sind.

Man tUberzeugt sich schnell davon, daf fiar eine
erfillbare Menge X Kein geschlossenes erweitertes
PDL-Tableau existiert. Es folgt dann unmittelbar, daf
eine Menge X sogar genau dann erfidllbar ist, wenn kein
geschlossenes erweitertes PDL-Tableau fir sis
existiert. Durch Angabe eines geschlossenen
erweiterten PDL-Tableaus fir eine Menge X wird diese
also auch als nicht erfillbar nachgewiesen.



2 Imterpolation in PDL.

2.1 Der Interpolationssat=

Viele Modallogiken, darunter alle im Abschnitt 1.2
erwdhnten, besitzen eine Interpclationseigenschaft.
Der Nachweis dafdr kann mit geeigneten vollstdndigen
Tableau-Kalkilen erbracht werden (RAUTENBERG [121}.
In diesem Abschnitt werden wir eine Interpolations-
eigenschaft fdr PDL formulieren und mit Hilfe des
PDL-Kalkils nachweisen, daBR PDL diese Eigenschaft
tatsdchlich besitzt.

Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit ¥.(P) bzw. FP.(P)
die Mengen der Aussagenvariablen bzw. der atomaren
Programme, die in P auftauchen. Ferner sei

S(P) = ¥(PYuP.(P). Analog sei 5S5(a) filir alle Progranmme
a definiert. SchlieBlich sei fir eine Formelmenge X
definiert S(X) = Usex S(P.

Definition. Ein Interpoland fir das Paar (X.,Xz) von
Formelmengen ist eine Formel R mit S(RISS(XINS(X2),
far die X;; R und X:;R inkonsistent sind.

Interpoplationssatz. Seien P,@ Formeln mit EP-2Q. Dann
gibt es eine Formel R mit S(RIES(PINS(Q), flir die FP-R
und FR=2Q gilt.

Eine Formel R mit dieser Eigenschaft nennen wir (etwas
ungenau) auch einen Interpolanden fir P und Q.
Tatsdchlich handelt es sich (nach unserer Definition)
um einen Interpalanden far das Paar ({P},(-81). Wir
beweisen im folgenden, daf fiir jedes Paar (X;,X:) ein
Interpocland existiert, sofern X.5X: inKkonsistent ist.
Der Interpolationssatz ergibt sich dann daraus nmit
X:={P} und X.={-Q), denn die Inkonsistenz von P;-@
bedeutet ja FP-=2Q.



2.2 Tableaous fuar FPaasre
von Formelmengern

Wir wollen nun den Begriff des Tableaus flir ein Paar
X./¥X: von Formelmengen einfihren. Es handelt sich
dabei wieder um einen endlichen Baum (T,<d); jedenm
Knoten tET wird aber durch zwei Funkticnen x: und X
ein Paar von Formelmengen x,(t)/x.(t) zugeordnet. Wir
pezeichnen oft auch einen Knoten mit dem ihn
zugeordneten Paar. Ein Knoten Y./Y: heift frei,
belastet, geschlossen, normal, n-Knoten ocder
—~[a™]1-Knoten, wenn Y:3Y2 so heifft. Ein solches
Tableau wird ausgehend von der Wurzel X./X: durch
Anwendung der Regeln des PDL-Kalkils Konstruiert. Wir
missen aber erklaren, wie die Anwendung einer Regel
auf eine Formel in einer Komponente eines Paares Y./Y:
zu verstehen ist.

- Entstehen bei Anwendung einer beliebigen Regel
(nicht (At)) auf eine Formel PEY, (Y, Knoten eines
PDL-Tableaus) die Formelmengen Z:,...,Z. (n=1 oder
n=2), so entstehen bei Anwendung derselben Regel auf
PEY. (Y, Xomponente des Knotens Y./Y.) die Paare
Zi/Yz2,..,Zn/Y¥2. BAnalog bei Anwendung auf eine Formel
PEY.,.

- Bei Anwendung von (At) auf eine Formel -[A]IP®EY.
(Y. Komponente des Knotens Y./Y¥: und Y,=Y;=[AIP? fir
gewisses Y) entsteht das Paar Y.;P™F/(Yz2).. Analog
bei Anwendung auf eine Formel =[A]PREY:.

Bei dieser Konstruktion sind ebenfalls die Bedingungen
1) bis B> und 7) zu beachten. Die Bedingung 6J) muf
jedoch fir Tableaus far Paare anders formuliert werden.

£’) Ein normaler Knoten z,(t)/xz(t), zu dem ein s<{t
mit x:(s)=x,(t) und x:(s)=%:(t) existiert, ist
Endknoten, wenn der Pfad von s zu t Kritisch ist,
und wenn der Pfad zudem belastet ist, wenn
2,(t)/xz(t) belastet ist.

Zusatzlich ist bei der Konstruktion eines Tableaus fir



ein Paar stets folgende Vorschrift zu beachten:

8) Existieren zwei Knoten s und t mit der selben
belasteten Komponente in einem belasteten
Teiltableau, und entstehen deren jeweilige
Nachfolger durch Anwendung einer Regel (nicht (M-))
auf die belastete Komponente, so wird auf beide
Knoten dieselbe Regel auf dieselbe Formel
angewandt.

Definition. Wir nennen ein Tableau far ein Paar X:/X:
geschlossen, wenn alle normalen freien Endknoten
geschlossen sind. Weiter nennen wir ein normales Paar
X:./¥X. inkonsistent, wenn ein geschlossenes Tableau fir
¥X:/¥X2 existiert, sonst nennen wir es konsistent.

Lemma 13. Ein nermales Paar X;/X: ist genau dann
konsistent, wenn X:;X: Konsistent ist.

BEWEIS. Ist X./X. inkonsistent, so gibt es ein
geschlcossenes Tableau far X,/X.. Man erhdlt durch
Ersetzen jedes Knotens Y:/Y: durch Y.;¥: in
wesentlichen ein erweitertes PDL-Tableau. Es Kann
lediglich passieren, daB Knoten s<{t existieren, die
Bedingung 6) verletzen. Ist t belastet, so kann man
das Tableau dort einfach "abschneiden": sonst kann man
durch "Herausschneiden"” des Pfades von s zu t ein
erweitertes PDL-Tableau bilden, wie es in 1.11
definiert wurde. Dieses Tableau ist ebenfalls
geschlessen, somit ist X:;X: inkonsistent.

Ist andererseits X:/X: Konsistent, sc ist jedes
Tableau flir X./X: nicht geschlossen. Man kann dann
(wieder nach Ersetzen jedes Knotens Y:/Y. durch Y:;Y2)
aus diesen Tableaus genau wie im Modellexistenzsatz
beschrieben einen Modellgraphen Konstruieren, in den
ein Zustand die Menge X,;X: umfaBRt. In diesem Fall ist
also auch X:5X: Konsistent.[d

Korollar. Ist X:i;X. inkonsistent, so gibt es ein

geschlossenes Tableau fir X:/X:.



Z .23 Konstruktion des
Interpol anden

In diesem Abschnitt legen wir dar, wie man fiir X./X:
einen Interpoland konstruiert, wenn X,5X2 inkonsistent
ist. Man bendétigt dazu ein geschlcssenes Tableau 7 fir
X,/X.. Dieses Tableau wird zun&chst vereinfacht.

Definition. Ist ¥ ein Tableau fir das Paar X./XK:z, so
entsteht das Tableau J' aus J durch “herausschneiden”
aller n-Knoten. Sind alsoc s<{t zwei normale Knoten in
T, zwischen denen sich ausschlieflich n-Knoten
befinden, so gilt s4dt in I°.

Wir bemerken, daB sich x.(s)/x20(s) von %:(t)/x2(t) nur
in einer Komponente unterscheidet. Denn wird z.B. auf
eine Formel in x:(s) die Regel (n) oder (-n»J
angewandt, so wird (nach Bedingung 3)) auf jeden
Knoten u mit s<u<{t eine Regel auf x;(u) angewandt, da
nur diese Menge eine n-Formel enthalt.

Da ¥! Keine n-Knoten mehr enthdlt, existiert auch Kein
Endknoten von J' der ein ~la‘“ ]l-Knoten ware. Jeder
Endknoten ist also entweder geschlossen oder besitzt
einen Vorganger, dem das gleiche Paar zugeordnet ist.
Besitzt 7' sogar nur geschlossene Endknoten, s¢ Kann
man einen Interpolanden fir X,/X: direkt aus J°
konstruieren. Dies geschieht dadurch, daf man zundchst
fir alle Endknoten von 7' einen Interpolanden angibt.

Im folgenden werden wir Formeln, die Interpolanden fir
gewisse Paare sind, mit I,I,,I:,.. bezeichnen.

Lemma 14, Zu jedem geschlossenen Knoten Y,/Y: von J¢
existiert ein Interpoland.

BEWEIS. Das Paar Y:./Y. ist geschlossen, wenn Y:;Y
geschlossen ist. Es liegt also wenigstens einer der
folgenden Falle vor:



- Q€Y, oder P;-PcY, fir eine Formel P:
dann gilt Y.FQO und Y.E-0, sei also I .=0.
- QEY. oder P;-PEY: flr eine Formel P:
dann gilt Y,F20 und Y:FO, sei also I =0.
- PEY, und -PEY: fiir eine Formel P:
dann gilt Y.FP und Y:E-P, sei also I =P.
- —-PEY, und PEY. {fiir eine Formel P:
dann gilt Y:F-P und Y FP, sei also I '=-P.

In jedem der Falle gilt zudem SC(IXES(Y,INS(Y2), also
ist I in jedem Fall Interpoland ven Y:/Y2.0O

AnschliefBend kann man fir jeden Knoten, flir dessen
Nachfolger bereits Interpolanden gefunden sind,
ebenfalls einen Interpoland angeben. Man Konstruiert
also den Interpclanden von X,/X: "von den Bl&ttern zur
Wurzel hin”.

Lemma 15. Sei Y,/Y:; ein Knoten von J', fiir dessen n
direkte Nachfolger bereits Interpolanden I:,..,In
gefunden sind. Dann existiert ein Interpoland fir
Yi/Y2.

BEWEIS. Wenn die n Nachfolger durch Anwendung irgend
einer Regel aufer (At) entstanden sind, gilt einer der
folgenden Falle:

- Die Nachfolger unterscheiden sich von Y./Y: nur in
der zweiten Komponente, sie sind von der Gestalt
Yi/2:,..,Y¥1/2n.

Offensichtlich gilt Y.Flia..nal.., Weiter gilt Y: nur
in einem Zustand, in der auch ein Z. gilt; das heift
aber, wegen Z:.F=l, fir jedes iin, daB Y:F-l.Vv..Vala,
somit Y:BE-(I,A..AlL). Sei also I =I,Aa..AI,. Da
SCZ2.0E5(Y2) fir jedes i ist, folgt S(II=ESCYINS(YD;
I ist somit Interpoland fir Y./Y:.

- Die Nachfolger unterscheiden sich von Y:/Y: nur in
der ersten Komponente, sie sind von der (Gestalt
Zi/Y2; 4«20/ Y2,

Offensichtlich gilt Y:F=I,A..A=l,, somit
YzF0(I,V..VI,). Weiter gilt Y, nur in einem Zustand,
in dem auch ein Z, gilt; das heiBt aber, wegen ZkI;



far jedes i<{n, daB Y,FI.v..vI.. Sei also
I =I,v..¥I,. Da S(Z,)E5(Yz) fir jedes i ist, folgt
SCINESCY,I)NSCY); I ist somit Interpoland fir Y./Ya.

Beveor wir den zweiten Fall behandeln, lberlegen wir,
daB aus Y.FP stets YEI[AIP folgt. Denn gilt SIHY fir
irgend ein (g,v,n) und ein S€g, so gilt TI-Ys und somit
TI=P fir alle TEg mit S-A»T. Das heifit aber SIFIAIP.
Weiter folgt aus Y. REP stets Y:;-lAlRF=[Al-P, denn
gilt SIFY;-~[R8)JR fir irgend ein (g,v,n) und ein S€g, so
existiert ein TEg mit S-A%T und TiFY«;aR. Da dann TIFP
gilt, heiBt das aber SikalAl-P.

Wenn nun Y,/Y: einen Nachfolger Z./Z2: hat, der durch
Anwendung der Kritischen Regel entstanden ist, und fir
den ein Interpoland I bereits gefunden ist, gilt einer
der folgenden Falle:

- Y, enthd&lt eine marKierte Formel der Gestalt -[AIlF*®.
Dann ist Z:=P™"3{(Y¥.). und Z:=(¥2)a. 15t Z2
nichtleer, so ist AES(Y,)NS(Y:). Wie wir gesehen
haben, folgt Y.FAlAl-al aus P™Fi(Y,).FI und
Y.F[A]l-1 aus (Y:).F~I. Damit ist —~[Al1-1 Interpocland
far Y./Y2. Ist aber Z: leer, so ist Y. schen
inkonsistent. Dann gilt Y;FC und Y.F-0, und 0 ist
Interpcland fir Y./Y..

- Y. enth&lt eine markKierte Formel der Gestalt =[AI]P®.
Dann ist Zi=(Y,)a und Z,=PR'F3(Y;)s. Ist 2,
nichtleer, so ist A€S(Y,)INS5(Y¥Y:;). Wie wir gesehen
haben, folgt Y:FI aus (Y;),FI und Y:F-[All aus
AP Fi(Y22.Fl. Damit ist [B]JI Interpeland far
Yi/¥2. [st aber Z, leer, so ist Y: schon
inkonsistent. Dann gilt Y,F20 und Y:FO, und -0 ist
Interpoland far Y./Y..

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Im allgemeinen weist ¥' jedoch nicht nur geschlossene
Endknoten auf. Es sind ja auch solche belasteten
Knoten Endknoten, fir die ein Vorgdnger im selben
belasteten Teiltableau von I' existiert, dem das
gleiche Paar zugeordnet ist.



Das bedeutet, daB es fir die Wurzel eines belasteten
Teiltableaus im allgemeinen nicht m&glich ist, mit den
in den Lemmata 14 und 15 beschriebenen Verfahren einen
Interpolanden zu Konstruieren, da es Nachfolger dieser
Wurzel geben kann, die nicht geschlossene Endknoten
sind. Wir legen im folgenden dar, daB man jedoch stets
einen Interpolanden fir eine solche Wurzel
konstruieren kann, sofern nur filir ihre ersten freien
Nachfolger Interpolanden bereits bekannt sind.

Sei also Y,/Y: ein Knoten von J', der durch Anwendung
von (M+) entsteht; Y:./Y¥: ist dann die Wurzel eines
belasteten Teiltableaus von J'. Fiir alle freien
Nachfolger von Y:/Y, sei ein Interpocland bereits
bekannt. Wir kénnen uns auf den Fall beschranken, daB
Y. die marKierte Formel enthdlt. Denn ist das nicht
der Fall, kénnen wir in allen Knoten des Tableaus die
erste und zweite Komponente vertauschen (ist I
Interpoland fir Y./¥Y;, so ist -I Interpoland fir

Y2/Y:i; die bisher gefundenen Interpolanden sind also
nur durch ihre Negationen zu ersetzen). Des weiteren
kénnen wir uns auf den Fall Y.#0 beschrinken, denn ist
Yi=6, so ist Y, schon inkonsistent und 0 ist
Interpoland fiir Y, und Y.. Wir werden nun angeben,
welchen Teil von J' wir fir die Konstruktion des

Interpoclanden bendétigen.

Definition. J? sei ein Teiltableau von J! mit der

Wurzel Y:/Y.. Ein Kncten Z,/2:2>Y,/Y, sei genau dann
Endknoten von ¥’, wenn er minimal ist so, daB er einer
der folgenden Bedingungen gentgt:

- Auf Z,/Z: wird (M=) angewandt.
- Z:/2: ist frei.
- Die erste Komponente seines Nachfoclgers ist leer.
- Es existiert ein Vorgdnger von Z,/Z:, dem
das gleiche Paar zugeordnet ist.



Besitzt ein Knoten einen Vorganger, dem das gleiche
Paar zugeordnet ist, werden wir diesen im folgenden
auch kurz einen Vorgdnger mit dem gleichen Paar nennen.

Lemma 16. T* hat folgende Eigenschaften:

a) Jede Komponente jedes Knotens ist nichtleer.

b) Fir jeden EndKnoten t, fir den Kein Veorganger mit
dem gleichen Paar existiert, ist ein Interpoland
I(t) bekannt.

¢) Es gibt mindestens einen Endknoten, fir den ein
Interpeoland bekannt ist.

BEWEIS. Die Glltigkeit von a) ist offensichtlich. Sei
t ein Endknoten von T’, fir den Kein Vorgdnger mit dem
gleichen Paar existiert. Ist x.(t) frei, dann ist
schon ein Interpocland fir t bekannt. Ist x:(t) nicht
frei, soc wird auf t (M-) angewandt, oder die erste
Komponente seines Nachfolgers t’ in 7' ist leer (was
nur durch Anwendung von (At) auf t geschehen Kann). Inm
ersten Fall ist t’ frei, womit fir t’ und damit auch
fir t ein Interpocland bereits bekannt ist. Im zweiten
Fall ist aber x:(t) schon inkonsistent, und -0 ist
somit Interpoland fir t. Also gilt auch b).

In J* besitzt Y:./Y: mindestens einen ersten freien
Nachfolger t. Fir diesen Knoten ist ein Interpcland
bekannt. Entweder ist dieser Knoten auch in T’
enthalten, oder aber es gibt einen Knoten s{(t, der
Endknoten von T’ ist. Fir s aber existiert Kein
Vorgdnger mit dem gleichen Paar in ¥’. Nach b) ist
scmit ein Interpoland fir s bekannt. Somit gilt auch
c).O

Definition. Fir jeden Knoten t von 77 sei K(t) die

Konjunktion dber alle PEx,(t). Fir jede Menge T von
Knoten von T° sei D(T) die Disjunkticn dber alle K(t)
mit tET. Fir T=@ sei D(T) =0. Wir bemerken, daB fir
T,ET. aus D{(T2)EP stets D(T;)FP folgt. Weiter
bezeichne T(Y) die Menge aller Knoten t von I¥ mit
%2(t) =Y.



Fir jedes Y, das als zweite Komponente eines Knotens
in ¥’ auftaucht, nehmen wir folgende Einteilung der
Menge T(Y) vor:

Definiton. Die Menge T(Y)® bestehe aus allen Knoten
s€T(Y), fir die Kein Knoten t€T(Y) mit sd°t existiert.
Weiter sei T(Y)' die Menge derjenigen Knoten s€T(Y)S,
fir die Uberhaupt kein Knoten t€7’ mit sd't existiert.
Schliefllich sei T(Y)® die Menge T(Y)XE\T(Y)?,

Jeder Knoten s€T(Y)' ist ein Endknoten von J¥, fiir den
ein Interpoland I(t) bekannt ist, da er keinen
Vorgdnger mir dem gleichen Paar besitzt. Auf einen
Knoten t€T(Y)?, der nicht EndKnoten von ¥? ist, wird
eine Regel auf x:(t) angewandt. Ist Y frei, so besteht
T(Y) nur aus Endknoten, und es ist T{(Y)*=(@ und
TCYIE=TCY )",

Lemma 17. Aus D(T(Y)®)FP folgt stets D(T(Y))FP.

BEWEIS. Die Menge T(Y) ist mit der Relation <* im
wesentlichen eine Menge von Baumen, deren EndKknoten
gerade die Knoten von T(Y)® sind. Da fiir Knoten
§,C1,..,t€ET(Y), wobei die t, die Nachfclger von s
beziglich 4" sind, aus K(t;)EP fir alle i stets K(s)EP
folgt, gilt K(s)EP scgar fir alle s€T(Y).O

Definition. Ist TC(Y)'={t;,..,tn} mit n>Q, so sei I(Y)
die Disjunktion dber alle I(t;), fir n=0 sei IC(CY) =0.

Lemma [8. Ist T(Y)*@, so ist I(Y) Interpoland fir das
Pzar D(TC(Y))/Y.

BEWEIS. Sei T(Y)!'={t.,..,tn}. Da D(T(Y)!) genau die
K(ty{) als Disjunktionsglieder enthalt, und stets
KCEtdFEIC(t,) gilt, gilt auch D(T(Y)DEICY). Weil
TCYX'=TC(YD® ist, folgt D(T(Y))EI(Y) mit Lemma 17. Da
ferner YE-I(t,) fir alle t:€T(Y)' gilt, gilt auch
YEAI(Y). Zudem ist SCICEIISES(x:(t)INSCY)Y fir alle i,
somit gilt die Behauptung.O
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Lemma 19. Aus D(T(Y)DEP folgt D(T(Y))E[AICY)?IP.

BEWEIS. Ist t€TC(Y)', gilt K(t)FICY). Ist tET(Y)?, gilt
K(t)FP. Ist somit tET(YIE=T(Y)'wT(Y)?, so gilt
KCLIFIC(Y)IVP, also auch K(t)EI-I(Y)?]P. Somit gilt
DIT(YI®YR[ICY)?IP, und mit Lemma 17 folgt die
Behauptung.O

Wir definieren nun ein Tableau, bei dem jedem Knoten t
ein Paar D(T(Y))/Y oder D(T(Y)*)/Y sowie eine Zahl
kK(t)E{1,2,3} zugeordnet ist. Wir bezeichnen einen
solchen Knoten mit DC(TCY)) /i Y oder D(TCYIN /vu) Y.
Dabei ist Y stets die zweite Komponente eines Knotens

von J7.

Definition. Das Tableau ¥* habe die Wurzel
D(T(Yz)>>/,¥2. Ein Knoten D(T(Y)»)/.,Y des Tableaus, fir
den Kein Vorgdnger t mit dem gleichen Paar und k(t)=1

existiert, hat genau einen Nachfolger., niamlich
D(T(Y))/:Y, sconst ist er Endknoten. Ein Knoten
D(T(Y))/.Y hat genau dann einen Nachfolger, namlich
D(TCY)*) /¥, wenn T(Y)Y nichtleer ist; sonst ist er
Endknoten. Wir bemerken, daB T(Y)® leer ist, wenn Y
frei ist. Ist T(Y)? nichtleer, sc wird auf jeden
Knoten tE€T(Y)® in T’ dieselbe Regel auf dieselbe
Fermel in Y angewandt. Es gibt also Formelmengen
Zy,..,Z, so, daB jeder Knoten tET(Y)Y genau n
Nachfolger mit den zweiten Komponenten Z:,..,Z. hat.
Dann seien die Nachfolger von D(T(Y)?)/:Y gerade die
Paare D(T(Z:))/1Z2:,..,D(TCZ.3)/1Zn.

Ist K die Anahl der verschiedenen zweiten Komponenten
von JY, sc ist J* nicht langer als 3K+i.

Zusdtzlich definieren wir fir alle s,t€TY% mnit sdt ein
Programm P(s,t), das wir das kanonische Programm von s
Zu t nennen. Sind dann s,t beliebige Knoten mit s<t,
ist s=s5:4d..4ds.=t der Pfad von s zu t, und ist
2;:=P(s5:,5:141), i<n, das kanonische Programm von s; zu
Sia1, so sei P(s,t) ’=a,5..5a.: das kanonische Progrannm
von s zu t. Fir a=P(s,t) schreiben wir auch s-a¥*t.



Wenn wir im folgenden vom einen i-Knoten s reden, so
meinen wir einen Knoten s von ¥* mit k(s)=i. HWeiter
bezeichnen wir mit s',t',.. stets beliebige i-Knoten.

Definition. Sei s’ ein Knoten so, daB fir alle t,t”’
mit s!{t4dt’ das kanonische Programm von t zu t’
bereits definiert ist, und sei si<dsi.

- Ist i=2 und j=3, so ist s!' ein Paar D(T(Y))/:¥ und
s4 ein Paar D(T(Y)')/sY zugeordnet. Es sei
P(st,s?) =1(Y272.

- Ist i=1 und j=2, sc¢ ist s* ein Paar D(T(Y)»)/,¥ und
s4 ein Paar D(T(Y¥})/:Y zugeordnet. Seien t.,..,tn
alle Nachfolger von s! mit dem gleichen Paar und
k(t,)=1 far alle 1{1<n. Ist n=0, so sei P(s’,sd) =17.
Ist n>0, so sei a. das kancenische Programm von s’ zu
ti. In diesem Fall sei P(s',sd) =(a,u..uas)®.

- Ist i=3 und j=1, so ist s' ein Paar D(TC(Y)>")/3Y und
s! ein Paar D(T(Z)}}/.Z zugeordnet. Die HMenge 2
entsteht dabei aus Y durch Anwendung einer gewissen
Regel. Handelt es sich dabei nicht um (At), so sei
P(s!,s*) =1?. Sonst ist Y=Y?;-[lAlP® und Z=Y’.:;:P"F
fir gewisse Y’ und -[AIP*. In diesem Fall sel
P(s',s?) =A.

Ist mit dieser Definition a=P{(s,t) und D(T)/,Y das dem
Knoten s zugeaordnete Paar, so gilt SCa)ESDITIINS(Y).

Lemma 20. Sei s!'<{s?. Sei s' das Paar D(T)>/4Y und s
das Paar D(T')/,Y’ zugeordnet. Ist a das kanonische
Programm von s* zu si, so folgt aus D(T’IEP stets
D(TYE[alP.

BEWEIS. Sei zundachst s'ds?, und fir das bei s?

beginnende Teiltableau von J* sei die Behauptung

bereits bewiesen (Induktionsvoraussetzung).

= Ist i=2 und j=3, so ist ¥Y=Y', T=T(Y) und T’=TC(Y)?,
und a=~I(Y)?. Die Behauptung folgt mit Lemma 19.



- Ist i=1 und j=2, so ist Y=Y’ und T=T’=T(Y). Falls
a=1?, ist die Behauptung trivial. Sei a=(a,u..ua,)}*,
Es gibt dann Nachfolger t,,..,t. von s’, denen das
Paar D(T)/Y zugeordnet ist, und fir jedes t., k{n,
ax das Kanonische Programm von s? zu tx ist. Nach
InduKtionsvoraussetzung folgt D(T)F[a.]P fir jedes
kK, also auch D(TY)F(au..va.lP. Wenn aber
D(T>Fla;u..uanlP aus D(TIFP folgt, folgt auch
D(TYEl(a,u. .ua ) ¥]P,

- Ist i=3 und j=1, so ist T=T(Y)? und T’=TC(Y*). Falls
a=17?, so Ist K(t) fir alle t€T ein Disjunktionsglied
von D(T’), und es gilt K(t)EP. Damit folgt D(TIEP
und D(T)E[1?]P. Falls a=A fir ein atomares Programm
A ist, sco ist fOr alle t€T die Konjunktion iber
%:1{t)a ein Disjunktionsglied von D(T’), und es gilt
i (tXEIAIP. Damit folgt D(T)E[A]IP.

Ist nun stds?! und a;..s;a,=P(s',s9), so folgt aus
DCT’)FP bereits D(T)Fla:l..la,lP, das bedeutet aber
auch D(T)Ela:;..3a.1P. O

Lemma 21. Fir jeden EndKnoten von T%, fiar den es
keinen Vorganger mit dem gleichen Paar gibt, gibt es
einen Interpclanden. Auferdem hat J* mindestens einen
derartigen Endknoten.

BEWEIS. Jedem Endknoten von J*¥, fir den Kein Vorganger
mit dem gleichen Paar existiert, ist ein Paar
DCT(Y)>) /Y zugeordnet fir ein Y, fir das T(Y)® leer
ist. Nach Lemma 18 ist I(Y) ein Interpoland fir dieses
Paar.

Das Tableau, welches aus J* durch Entfernen jeweils
der ersten Komponente jedes Paares und "Herausnehmen”
aller 2-Knoten und 3-Kncten entsteht, ist ein
Teiltableau eines PDL-Tableaus mit der Wurzel Y.
Dieses hat mindestens einen Endknoten Y, fir den Kein
Vorgdnger mit der gleichen Menge existiert. Damit ist
D(TC(Y))/.Y der gesuchte Endknoten von 7<. O
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Definition. Sei t Endknoten von J*, und sei t das Paar
D(T>/Y zugeordnet. Besitzt t keinen Vorgdnger mit der
gleichen Paar, sei I(t) =I(Y). Fir jeden anderen
Endknoten sei I(t) =1.

Sei s nicht Endknoten von J%, und seien si,..,S5., n2l,
die direkten Nachfolger von s. Ist n=1, a=P(s,s,) und
a#1?, so sei I(s) =[lall(s,). Sonst sel

I1(s) =I(s:)A..Al(s.). Ist to die Wurzel von J*, so0 sei
Io=I(te).

Wir zeigen nun, daB die so¢o Konstruierte Formel I, ein
Interpoland fiar Y./Y: ist.

Lemma 22. Es gilt SC(IES(Y,INS(Y2).

Zundchst gilt S(D(T))ES(Y.:) und S(YX)ES5(Y:) fir jedes
Paar D(T)/Y in J*. Somit gilt fir jeden Endknoten t
bereits SC(I(t))ISS(Y,;)NS(Y.) und, nach obiger
Bemerkung, flir jedes kanonische Programm a auch

S(a)ES(Y,)nS(Y¥:y. Damit gilt auch die Behauptung.[]

Lemma 23. Es gilt Y.FI.

Fir jeden Endknoten t von J* gilt =, (t)FI(t) (entweder
trivialerweise, wenn I(t>=1 ist, oder nach Lemma [6).
Seien si,..,sn die direKten Nachifolger von s, und es
gelte x.(s:)FI(s;) fir 1£{i{n. Ist n=1i, a=P(s,s.:) und
I(s)=(all(s:), so ist x.(s)FI(s) gerade die Aussage
von Lemma 20. Ist n2>!l und 1?=P(s,s,) fir alle i, so
folgt aus x:(s)E[171I(s:) fir alle i
:1(8)EI(s:)A., . AI(5,), also x.:(s)FI(s). Deswegen folgt
durch Induktion auch x.(ts)EI.. Nun ist aber die
Konjunktion dber Y, ein Disjunktionsglied von
X1(tao)=D(T(Y2)), somit gilt auch Y:Fl.. O

Definition. Sei J(to) =A. Sei fir alle t<{s bereits J(t)
definiert. Dann sei J(s) die kleinste Menge so, daf
fir alle Knoten t,t’ von 7 mit dem gleichen Paar und
t{s{t’, und fir alle Formeln PEJ(t)u(I(t))} gilt, daB
{(P{(s,t’)]IPEJL(s) ist (fir s=t’: dal P&J(s) istl). Ferner
sei K(s) ={I(s)lud(sduxa(s).




Lemma 24. Es gelten:

a) K(ted=1;Y2.

b) Ist t ein Endkncten von ¥%, fir den kein Vorgdnger
mit dem gleichen Paar existiert, so ist K(t)
inkonsistent.

c) Sind t<t’ Knoten mit dem gleichen Paar, so ist
K(E)EK(E?).

BEWEIS. Alle drei Aussagen folgen leicht aus den
Definitionen. [

Lemma 25. Sind si1,..,ss die direkten Nachfolger des
Knotens s!'€J%, so gibt es ein erweitertes Tableau fir
K(st'), das die Endknoten K(s:),..,K(s.) sowie
(eventuell) weitere inkonsistente freie EndKknoten
besitzt.

BEWEIS. Wir betrachten fiinf F&ille. In den ersten drei
Fallen ist i=1 oder (=2, und s' hat genau einen
Nachfolger s''. Dabei ist stets x:(s')=x:(s'"'), es

ist also dort J{(s'*') und I(s'*') aus K(s') zu
Kenstruieren.

Fall l: Es ist i=1, und es gibt m 1-Knoten t.,,..,ta?s’
in 7%, denen das gleiche Paar wie s' zugeordnet ist.
Dann ist s'-b¥3?s?, wobei b=a;u..uva. und a,=P(s%,t,)
fir alle 1<{j<¢m ist. Es ist I(s*)=[b¥*1I(s?*), und
durch Anwendung von (¥;) entsteht I(s?) sowie
[bllb*]1I(s?)., Sei weiter P&J(s?). Es gibt 1-Knoten
u,u’ in T mit dem gleichen Paar, mit u{s?{u’ und
dem kanonischen Programm s?-a®’u’ so, dafl P=[al@ fir
ein A@EJ(u)u(I(ud} ist. Entweder ist u<{s', dann ist
bereits [(b¥*;al@€J(s'), und P Kann aus dieser Formel
durch Anwendung von (¥;) gebildet werden, oder es
ist u=st!, u’=t; und a=a; fir ein 1{jm. Ist Q&JI(s'),
so ist @=[b¥;3,]R fir ein gewisses R. Durch Anwenden
von (¥;) erhdlt man [bllb¥*;a3,]R, und durch j-maliges
Anwenden von (u) erhalt man P=[a;l@=[(a;][b¥*;a;IR.

Ist @=I(s!'), so erhdlt man durch j-maliges Anwenden
von (u) auf die bereits vorliegende Formel
{bllb¥1I(s?) die Formel P=(a;l@=[a,;l1[b¥1I(s?*).

[



Fall 2: Es ist i=1, und es gibt Keinen 1~-Knoten s>s’
mit dem gleichen Paar. Dann ist s!'-1?3s?*. Ist
PEJ(s?), so0 ist P=lall fir gewisse =z, und
[1?;al@EJ(s'>. Durch Anwendung von (?3;) erhdlt man
P=[alQ. Weiter entsteht durch Anwendung von (17?)
1(s?) aus I¢s*2=[1711(s?).

Fall 3: Es ist i=2, und mit Y=x2.(s5%) ist
s2=I(¥)?»?s®,. Sei PEJ(s®). Es ist P=lall@ fir
gewisse a,8, und es ist [(=I(Y)?;al@&J(s?*). Die
Anwendung von () liefert [~IC(Y)>?)[al@, und die
Anwendung von (?) liefert zwei Nachfolger. Ein
Nachfolger enthalt —-~I{(Y);Y und ist inkonsistent.
Auf ihan wird (M-) angewandt, wodurch ein freier
inkonsistenter Knoten entsteht. Der andere
Nachfolger enthalt P=[al@. Auf gleiche Weise bildet
man I(s?) aus I(s?)=[-1CY)?11(s3).

In den letzten beiden Fdllen ist i=3. Dann hat s' n
Nachfolger u:....u,, wobei die x:C(u,) aus ¥.(s% durch

Anwendung einer Regel entstehen.

Fall d: Es ist i=3, n=!, und x:(u:) entsteht aus
¥2(s?) durch Anwendung von (At). Dann ist s°-A?7u.
fir ein atomares Programm. Ist PEJ{(u,), sc ist
[AIPEJ(s?®), oder es ist P=(lall flir gewisse a,d ung
(A;alQEJ(s?). In diesem Falle erh&lt man durch
Anwendung von () die Formel [AlP=[(A][al@. AuBerdenm
ist I(s%)=(A1ICu,;). Danach erh&lt man aber durch
Anwenden von (At) alle Formeln ven K(u:l.

Fall 5: Es ist i=3, n>1, und man erhalt die x:(uy)
durch Anwendung einer Regel auBer (At) auf x:(s%).
Weiter ist s®-17?3*u; far alle j<n, und ist P&EJ(u,,
so ist [1?1PEJ(s?®), oder es ist P=[all@ fir gewlsse
a,d und (1?5al@EJ(s®). In jedem Fall erhdlt man P
durch aAnwendung von (17) oder (7:;). SchlieBlich ist
I1¢s®)=ICudAa,. , Al(u,), Durch (n-itXmaliges Anwenden
von (A) entstehen alle IC(ujy).

In jedem Fall erh&lt man also Knoten K':,..,K’. mit
K(s,;»SK?*, fir alle 1£{j<n. Durch Anwendung von (F=-) auf
diese Knoten erhdlt man schlieBlich die gewiGnschten
EndKknoten K(s:),..,K(s.). O



Lemma 26. Es gilt Y.F-l..

BEWEIS. Man Konstruiert ein erweitertes Tableau fir
Io;Y¥2", in dem man durch Anwendung von (M+) zun&chst
den Knoten K(to)=Ie3;Y2 bildet. Ausgehend vcn diesen
Knoten konstruiert man mit dem im Lemma 25
beschriebenen Verfahren schrittweise £4r alle Knoten
t€T* die Knoten K(t). duf diese Weise erhidlt man
schlieBlich ein Tableau, dessen Endknoten (neben
eventuell einigen freien inKonsistenten Knoten) gerade
die Knoten K(t:),..,K(t,.) sind, wobei t.,..,t, die
Endknoten von J* sind. Fiir jeden Knoten t;, der Keinen
Vorganger mit dem gleichen Paar hat, ist K(t,)
inkonsistent, und ist er nicht selbst schon frei,
erhdlt man durch Anwendung von (M-) einen freien
inkonsistenten Knoten. Fér jeden Knoten t,, fir den
ein Vorgdnger t.’ in ¥* mit dem gleichen Paar
existiert, ist K(t,’)EK(t,). Durch Anwendung von (F-)
auf K(t.) erh&lt man somit einen Knoten, fir den ein
Vorganger mit der gleichen Menge existiert. Damit
liegt ein erweitertes Tableau fir I.;Y.” vor, wobei
diese Menge nur inkKonsistente erste freie Nachfolger
besitzt. Damit ist I.;Y: inkonsistent, und es gilt
Y!‘hlﬂa D

Lemma 27. Ist X:;Xz inkonsistent, so gibt es einen
Interpclanden fir X./X:.

Zunichst existiert ein geschlossenes Tableau fir
X:/X2. Fir jeden freien normalen Endknoten dieses
Tableaus kann man einen Interpolanden angeben. Fir
jeden Knoten Y./Y. des Tableaus, fiir dessen freie
Nachfolger Interpolanden bekannt sind, kann man mit
den in diesem Abschnitt beschriebenen Verfahren auch
einen Interpolanden konstruieren. Also kann man
schrittweise fiir jeden freien Knoten des Tableaus,
also auch fir X.,/Xz, einen Interpoclanden Konstruieren.
O

Mit diesem Lemma ist der Beweis des Interpolia-
ticnssatzes abgeschlossen.



2.4 Praktische Durchfi4hrung
e iner Konstruktion

Um die Konstruktion eines Interponlanden praktisch
durchzufdhren, ist es nicht notwendig, alle im veorigen
Abschnitt beschriebenen Schritte auszufidhren. Zum
Beispiel Kann bei der Konstruktion des Tableaus ¥
v8llig auf die explizite Bestimmung der jeweiligen
ersten Komponenten der Knoten verzichtet werden. Sie
sind einzig eingefdhrt worden, um die gewdnschten
Eigenschaften des konstruierten Interpolanden
nachweisen zu kdénnen.

Um zu demonstrieren, welche Schritte man tatsachlich
ausfdihren muB, Konstruieren wir jetzt als Beispiel
einen Interpolanden fér das Paar ¥./X. mit
Xy={[CA;A)*]1(pAalA;:(BuC)10)) und X={-~[RA%®]J(pvIClg)}. Wir
bemerken, dalB S(X:)={(p,A4,B,C}, SX2)={p,g,A,C} und
S(X,)nNS(Xz2={p,A,C}) ist.

Schritt 1: Konstruktion eines geschlossenen Tableaus ¥
fir X./X:.

Auf der folgenden Seite geben wir ein solches Tableau
¥ an. Wir benutzen dort die Abkirzungen @ =pA[A;(BuC)10
und P =pvIClg. Ist auBerdem eine Komponente eines
Knotens identisch mrit derselben Komponente seines
Vorgangers, deuten wir das durch einen Punkt an und
schreiben sie nicht noch einmal hin.

Schritt 2. Konstruktion von Interpolanden fir alle
Knoten, die Keinen belasteten Nachfolger besitzen, der
Endknecten ist.

Dies ist nach den Lemmata 15 und 16 ohne weitere
Zwischenschritte durchfihrbar. Wir haben diese
Interpolanden neben den jeweiligen Knoten ven T

vermerkt.

Es befindet sich nun nur noch ein freier Knoten im
Tableau, namlich die Wurzel X,/X:, fir den noch Kein



!/ ~(pviCiqg?
I -pA=[Clg
/

ap:;~lClg

/ (pviClqg)
/ apa-alClg
/ ap:=lClg

., / api;=lClg®

0 / g

[<azaX*Ja /

(cazar®ia /
pAlA; (BuC)JIOs[ASATICAA)™IQ /
pACA (BuC) 103 [ATIATICASADR]A /
p; (A3 (BuC)103[AIIA}ICASA):]A /

p;[AJ[(BuCIO;[AI[IA)ICARAD*]Q /

_— .

I=p

I=p

1

p

[(BuClO;(AJIcAsAD®]Q /

[BI10;[{ClO;[AI{CAAD*]R /

I=[C10

I=[C10

I=[C]O

I=[C10C

I=0

/

~[A¥]P

~[A*]PF

~[Al[A*]P*

~[A®]P"

-~ [A®*]PF

~[AY[A*]1P*F

[CA3AX*]Q / -[A®]PT

Ein geschlossenes Tableau for X,/Xa.
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Interpoland bekannt ist. Die restlichen Schritte haben
also das Ziel, einen Interpclanden fidr den Knoten

Xi/X2 aus denen seiner ersten freien Nachfolger zu
bilden.

Schritt 3. KonstruKtion von J' und J°.

Dazu bedarf es nur der Entscheidung dariber, welche
Nachfeclger von X;/X: zu J7 gehdren. Es sind dies alle
normalen Knoten, deren zweite Komponente eine der
folgenden Mengen ist:

Y, =(-[A®¥]P"},
Yz ={~[Al[A*1P"},
Ya ={=P}.

Schritt 4, Bestimmung der notwendigen I(Y).

Alle Knoten von J? mit der zweiten Komponente Ys sind
Endknoten von 37, und fir diese sind bereits
Interpolanden bekannt (p und (CIO). Es ist somit
T(Ys)*= und I1(Y3)=pvICI1O.

Schritt 5. Konstruktion von I* und I..

Wie schon erwdhnt, ist es v$llig unndtig, die Formeln
DC(TCY,)) usw. explizit zu bestimmen. Die Gestalt des
Tableaus J* ha&ngt ausschlieRlich von den zweiten
Komponenten der Kncten von 77 ab. Zur Konstruktion des
Tableaus, das aus den zweiten Komponenten von J*
besteht, reicht es festzustellen, daf Y: seine Wurzel
ist und die Nachfolger Y. und Y, hat, Y, durch
Anwendung von (At) auf =(A)J[A*)PPEY., entsteht und Y:
Endknoten ist.

Man wird feststellen, daB 1? ein hadufig auftretendes
kanonisches Programm in J* ist. Um einen nicht unndtig
groflen Interpolanden zu erhalten, wird man
glinstigerweise bei seiner Konstruktion jedes
auftauchende Programm a;1? und 1?:;a durch das Programn
a ersetzen und jede Formel [—P71P, [121P, 1AP oder PAl
durch die Formel P.
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(Y:) ¢ [A*1(pVICIO)
A%
¢ pvIC1O

: —4 pvICIO
1

12
(Y2) § pviClO (Ys) § 1
17 17
$ pviCIO $ 1
~(pvIC10)? 17?
& pviC10 $ 1

a

(Y & 1

Ergebnis der Konstruktion ist also, daB
I,=[A¥]1(pvIC10) ein Interpoland fir die Formeln
{CA;AY* ] (pA[A;(BuC)]O0) und [A¥*]1(pvIClg) ist. Auf Grund
der vorgenommenen OUberlegungen, einen nicht unndétig
groen Interpolanden zu Konstruieren, ist I. sogar
frei von Tests. Dieses Ergebnis ist jedoch nicht immer

erreichbar.

Lemma 28. Es gibt Formeln P und @ mit FP2@ so, daB
kein Interpoland far P und Q testfrei ist.

BEWEIS. In BERMAN, PATERSON [2] wird nachgewiesen, daB
Keine testfreie Formel R zur Formel

P =x[(p?3A)%¥;5p?;A3p?10 Aquivalent ist, d.h. daB es fir
jede testfreie Formel R ein Kripke-Modell (g,v.n) und
ein SEg mit SIFP < SI--R gibt. Damit gilt also nicht
sowchl EFP3R als auch FR-SP. Da aber FP4P gilt, heiflit
das aber, daR Keine testfreie Formel Interpcland fir P
und P ist. O



2.6 Offene Fragen

Das Ergebnis von Lemma 28 wirft sofort folgende Frage
auf:

- Gibt es fir alle testfreien Formeln P und @ mit EP9Q
einen testfreien Interpolanden 7?

Dieses Frage wirde durch den Nachweis bejaht werden,
daB fir alle testfreien Formeln P und @ mit FP9Q ein
geschlossenes Tableau I fdir P/-Q so existiert, daB fiar
alle Knoten s? und s® in 3 mit s%*ds® und s® nicht
Endknoten bereits [?=P(s2,5%) gilt.

Es erscheint mdéglich, daB der PDL-Kalkil durch
inderung der kritischen Regel zu einem DPDL-Kalkil und
durch Hinzufigung einer weiteren Regel zu einem
CPDL-Kalki#l gemacht werden Kann (beide Logiken sind
ebenfalls entscheidbar [51). Insbesonders
interessieren dann fcoclgende Fragen:

- Gilt f4r DPDL und/oder CPDL ebenfalls der Inter-

polationssatz, und kann er wie fir PDL {dber einen
entsprechenden Tableau-Kalkil bewiesen werden ?



Anhang

Verzeichnis aller Regeln

Die Regeln des PDL-Kalkils:

X; P X:PAQ X:(PrQ)
(9 5P (N e () 5P 1% a@
X3alaub]P X:1@2 1P . X3-la3blP
() SofaiPiGaieip 7 Txsarar % XiatalibiP
X:{aublP X3[Q21P .. X3lasblP
(W) F3(alPsibIP ) fFoarsr 2 Xtailbip
X3ala* 1P X3 (a%* 1P
(n) S FIXiatal (a™IP () 5Ps5talla™ip
(M+) §::%§:}::%::%§P X frei die Belastungsregel,
(M=) ::i:}g' die Befreiungsregel,
(at) XmlalP® die kritische Regel.
Xa3 P
;~[aubl P .. X:3-[a;blP*
(V) TTSTalP*iRiaibIP" (27) Fiolalibip®
X;-(a¥*]p* (42, X3al@21pe

() PR IR ala) (a1 P" T3Q3apRr

Die Regeln far die KonstruKktion erweiterter
PDL-Tableaus:

- ; [a*; .y 22l12;alP
(*3) TTTBIPIH Talfa¥I5IP (73 5 Tarp

XiY

(F-) 5

. X;(1?21P
Y frei (1?) P
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