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o Einleitung

Im Verlauf der letzten zwanzig Jahre wurden viele

Logiken und Kalküle entwickelt und untersucht, die es

erlauben, Eigenschaften von Programmen zu formali-

sieren und formal zu beweisen. Diesen Logiken gilt

nicht nur theoretisches Interesse; vielmehr liefern

sie die Voraussetzungen zur Lösung von Problemen der

Programmverifikation und der automatischen Erzeugung

von Programmen.

Zu diesen Logiken gehört die 1976 (PRATT [7])

definierte dynamische Logik oder DL; sie ist eine

Verallgemeinerung der Modallogik 1.Stufe. Ihr aussagen-

logisches Fragment, die dynamische Aussagenlogik oder

PDL (für propositional dynamic logic), ist 1977

CFISCHER/LADNER [4]) eingeführt und als entscheidbar

nachgewiesen worden. Seitdem beschäftigt sich nicht

nur die Theoretical Computer Science, sondern auch die

Mathematik mit DL, PDL und ihren Erweiterungen. Es ist

zum Beispiel von großem Interesse, welche

Eigenschaften der Modallogik auch diese Logiken

aufweisen und in wie weit solche Eigenschaften mit für

die Modallogik typischen Methoden bewiesen werden

können. Eine umfassende Übersicht über die Arbeiten zu

diesem Thema findet man im Literaturverzeichnis von

HAREL [5] sowie in MÖLLER,RAUTENBERG

 

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit wird ein

Tableau-Kalkül für PDL entwickelt, der eine Weiter-

entwicklung des von PRATT [8] vorgeschlagenen

Entscheidungsverfahrens darstellt. Im zweiten Teil

wird mit Hilfe dieses Kalküls dann erstmals

nachgewiesen, daß PDL die Interpolationseigenschaft

hat.



Der Tableau-Kalkül für PDL

In der Sprache der dynamischen Aussagenlogik gibt es

zwei Arten von Ausdrücken: Formeln und Programme.

Seien zunächst $, und P, zwei abzählbare Mengen, deren

Elemente wir Aussagenvariable beziehungsweise atomare

Programme nennen. Mit p,qg,r,.. bezeichnen wir die

Aussagenvariablen und mit A,B,C,.. die atomaren

Programme. Aus diesen Mengen und aus den Zeichen

0,72,4,5,u,*,?,[,],C und ) sind die Formeln und

Programme induktiv aufgebaut.

Definition. Jede Aussagenvariable sowie O ist eine

Formel, und jedes atomare Programm ist ein Programm.

Sind ferner P und & beliebige Formeln und sind a und b

beliebige Programme, so sind die Zeichenreihen

- “P, (PaQ) und [alP ebenfalls Formeln,

- (a5b), (aub), a* und P? ebenfalls Programme.

Eine Zeichenreihe ist nur dann Formel oder Programn,

wenn sie es schon auf Grund dieser Bildungsgesetze ist.

Damit ist zum Beispiel (I(AsB*)]Ipaq) eine Formel. Im

allgemeinen lassen wir äußere Klammerpaare von Formeln

und Programmen weg; diese Formel würden wir also

kürzer [A;sB*lpAg schreiben. Mit P,8,R,.. bezeichnen

wir beliebige Formeln und mit a,b,c,.. beliebige

Programme. Weiter schreiben wir Pır..AP, für

PıRA..(CPa-ıAPn?..) und analog aı5..;a, für

».(an-ı35an)..). Sind sogar alle a, gleich einem

 

Caı

gewissen a, so schreiben wir dafür ar. Weiter sei a!'=a

und a°'=40?. Wir benutzen auch die üblichen Abkürzungen

1, Pv@a, P=@ und PeQ@ für -0, -(-Pa-Q), -(PAama) und

(PFQ)A(Q=P),



Es bezeichnet F die Menge aller Formein und P die

Menge aller Programme. Mit X,Y,2,.. bezeichnen wir

stets endliche Formelmengen. Dabei schreiben wir X5Y

für XuY und X>5P für XutP}.

Eine Zeichenreihe {a]l nennen wir einen Programn-

operator. Jedem Programmoperator IA] mit AEP, fällt,

wie wir noch sehen werden, in der Semantik von PDL

eine Rolle zu, die der des Modaloperators in der

modalen Logik K entspricht. Vielfach werden in der

Literatur die Formeln von PDL auch mit Progrann-

operatoren der Form (a? aufgebaut. Diese sind die zu

den Operatoren la] dualen Operatoren; man kann

entweder [alP'=-<a>-P oder aber (a>P:=-lal-P für alle

aeP und PEF definieren.

Progranne der Gestalt P? heißen Tests. Wegen dieser

Tests können sowohl die Formeln als auch die Programme

von PDL aus Formeln und Programmen aufgebaut sein. In

der Formel [{Blp?;5A*iq zum Beispiel taucht das

Progranm [Blp? auf, das seinerseits aus der Formel

{BIP aufgebaut ist. Dieser verschachtelte Aufbau von

Formeln und Progrannmen führt dazu, daß wir häufig

folgende Beweismethode verwenden müssen:

Die simultane Induktion über den Formel- und

Programmaufbau.

Es gelte die Eigenschaft E für alle pEF, sowie für 0,

und die Eigenschaft E’ gelte für alle AEP.. Weiter sei

folgende Bedingung erfüllt:

Gilt E für P und @, und gilt E’ für a und b, so gilt

E auch für -P, (PAQ), und la}P, und E’ gilt auch für

(a;5b), (aub), a* und P?.

Dann gilt E für alle PEF, und E’ gilt für alle aeP.



1.2 Die Semantik von PDL

Wir stellen nun die Semantik von PDL vor. Sie ist eine

Verallgemeinerung der relativistischen Semantik der

Modallogik. Wir weisen darauf hin, daß für PDL auch

eine algebraische Semantik existiert. Der an

dynamischen Algebren interessierte Leser sei jedoch

auf die in [6] zitierten Arbeiten von PRATT, KOZEN und

REITERMAN/TRNKOVA verwiesen.

Definition. Ein Kripke-Modell ist eine Struktur der

Gestalt (g,n,v). Dabei ist g eine nichtleere Menge,

deren Elemente wir Zustände nennen und nit S,T,U,..

bezeichnen. Weiter ist n eine Funktion, die jedem

atomaren Programm A eine Erreichbarkeitsrelation

n(A)Sgxg zuordnet. Schließlich ist v eine Funktion,

die jeder Aussagenvariablen p eine Menge v(p)Sg, ihren

Gültigkeitsbereich zuordnet.

Sei nun u=(g,n,v) ein Kripke-Modell fest gewählt. Wir

zeigen, wie die Formeln und Programme von PDL über u

interpretiert werden.

Defintion. Wir definieren parallel die Akzeptanz-

relation IH"Cgx(F\{0}) und die induktive Fortsetzung von

n auf P. Dabei schreiben wir SIHP für (S,PEih“.

SiHp = sevip)
SIHPAQ = SIFP und S!H@

SIH-P = nicht SIHP

SiH[a]P = TIHP für alle T mit (S,DEn(a)

n(aub) = nla)uncb)

n(a;b) = nlta) ’neb)

n(a*) = Ulnlat)lieo}

n(P?) = {(8,S)1SIrP}

Wir bemerken, daß damit stets SIHFO und (S,S)Enta*) für

alle SEg und aEP gilt. Für (S,T)En(fa) schreiben wir

häufig auch S-a3T.



Die Erreichbarkeitsrelation nichtatomarer Programme

genügt also folgenden Beziehungen:

5-35b3T = S-a>U und U-b+T für ein UEg,

S-aub>T > S-a>T oder S-b>T,

S-at?T > S-ar>T für ein n&o,

S-P?3>T = S=T und SIF-P.

Ein Kripke-Modell kann als Modell eines Computers

verstanden werden. Man stelle sich dazu g als die

Menge aller Zustände vor, die der Computer annehmen

kann, definiert zum Beispiel durch die Menge aller

aöglichen Inhalte aller Speicher. Jedes pEfs

repräsentiert dann eine gewisse Eigenschaft, die genau

die Zustände in v(p) aufweisen. Zu jedem atomaren

Programm AEP, schließlich gehört ein gewisser Befehl,

den das Rechenwerk ausführen kann. Es sind dann genau

diejenigen (S,T)En(A), bei denen T ein möglicher

Endzustand der Ausführung von A, beginnend bein

Zustand S ist. Es gilt genau dann SIH[Alp, wenn Ti-p

gilt für jeden möglichen Endzustand dieser Ausführung.

Durch diese Art der Interpretation eines Kripke-

Modells können gewisse Programme durch typische

Kontrollstrukturen imperativer Programnmiersprachen wie

PASCAL oder ALGOL interpretiert werden. Das ist zum

Beispiel der Fall für die Programme

(P?5a)u(c-=P?;5b) = IF P THEN a ELSE b,

a;(=P?;2a)*;P? REPEAT a UNTIL P,

(P?3a)*;-P? WHILE P DO a.

Wir wollen uns davon in einem Fall überzeugen. Es gilt

5-(AP?53a)%*;P?>T &$S-(-P?;5a)">T für ein n und Ti-P

=es gibt S, für i£n mit

5=$0-23%..-a35.=T und S:IHAPs>icn,

und das ist genau dann der Fall, wenn T möglicher

Endzustand der Ausführung von "REPEAT a UNTIL P* mit

dem Anfangszustand S ist.



Definition. Gibt es für eine Formel P ein Kripke-

Modell (g,v,n? und ein S€g mit S!HP (wir lesen

"5 akzeptiert P" oder "P gilt in S"), so heißt P

erfüllbar. Weiter heißt P gültig, wenn “P nicht

erfüllbar ist.

Beispiel. Folgende Formeln sind gültig für alle

P,Q,3,b:

la](P-+Q@)>(la]P>[la]Q) laub]P#la}PAIlb]P

(a®]Pe(PAlalla*#]P) PAla*1(P>L[La]P)+La*]P

Bemerkung. Wir wollen kurz einige Beziehungen von PDL

zur Modallogik herstellen. Dazu bezeichnen wir mit

#(a) die Menge aller Formeln von $, in denen nur der

Programnoperator [al auftaucht, und mit F!(a)

bezeichnen wir die Menge aller gültigen Formeln von

Fa). Jede Menge F'(a) ist im wesentlichen eine

normale Modallogik (RAUTENBERG (111); man muß

lediglich den Modaloperator mit dem Programmoperator

[a] identifizieren. Einige bekannte Modallogiken

erhält man bei geeigneter Wahl von a, so ist zum

Beispiel:

K=F'CA) S4=F'(AR) M=F'(Au1?)

Die möglichen Erreichbarkeitsrelationen n(Aul?) und

n(A*) aller Kripke-Modelle über eine Menge g sind

nämlich gerade die reflexiven beziehungsweise

reflexiven und transitiven Relationen auf g.

Die Logik CPDL ist eine Erweiterung von PDL, die durch

Hinzunahme des Funktors " entsteht CHAREL [5], der

durch S-a>T=>T-a>S interpretiert wird. Mit ihm ist:

B=F'(Au1?uA”) S5=F'((AuA”)*)

Die möglichen Erreichbarkeitsrelationen n(Aul?uA’) und

nt(AuA-)®*) aller Kripke-Modelle über eine Menge g sind

gerade die symmetrischen und reflexiven Relationen

beziehungsweise die Äquivalenzrelationen auf g.



Definition. Sei X eine Formelmenge und P eine Formel.

Wenn für jedes Kripke-Modell (g,v,n) und jeden Zustand

SEg aus SI-X bereits SIHP folgt, so schreiben wir XFP

(wir lesen "aus S folgt P"). Ist X={@}, schreiben wir

auch @FP. Gilt bereits GFP, was genau dann der Fall

ist, wenn P gültig ist, so schreiben wir einfach EP,

Wir bemerken, daß in PDL kein Endlichkeitssatz für die

Folgerungsrelation gilt. Sei zum Beispiel X={lA'Jpliew}

und P={A*]p. Dann gilt XFP. Für jede echte Teilmenge

YEX jedoch gilt Y#P. Denn sei [Arjip€Y. In jeden

Kripke-Modell u=(g,v,n) mit g=0, v(p)=o\{n} und

n(A)={ti,itidlieo} gilt Olb«Y und Olr"-lArlp.

Insbesondere gibt es also keine endliche Menge X,CX

rit KoFP.



1.3 Entscheidungsverfahren

für PDL

Eine der am frühesten erkannten Eigenschaften von PDL

ist die in FISCHER, LADNER [4] bewiesene small model

property.

Satz. Ist P erfüllbar, so ist P schon in einem

Kripke-Modell (g,v,n) mit IgI<2!'” erfüllbar.

Dabei bedeutet 1l(P) die Länge der Zeichenreihe P. Der

Beweis des Satzes erfolgt mit der aus der Modallogik

bekannten Technik der Filtration. Wir wollen die

Beweisidee hier kurz skizzieren:

Beweis. Sei P erfüllbar und 1l(P)=n. Sei c(P) die

kleinste Menge, die P enthält, abgeschlossen gegenüber

Subformelbildung ist und folgende Bedingungen erfüllt:

[a5blReEc(P) = [allbJREc(P)

taublREeccP) => lalR,IbJREc(P>

laX]Rec(P) = [alla*]REc(P)

[a?JREc(P) = REc(P).

Man beweist durch Induktion, daß stets lc(P)I<1(P)

ist. Sei nun u=s(g,v,n) ein Kripke-Modell so, daß ein

SEg existiert mit S-IHP. Für S,TEg sei

Ss=>T :=> (SIHR=TIFR für alle REc(P))

ISIr = {TI T=$S}.

Wir definieren nun ein Kripke-Modell (g, vr, 1m) mit

ge’={1$1r 1ISEg}. Wegen Ic(P)I£n ist IgrI<£2r. Mit den

Definitionen

IS1rEvr(p) = es gibt S’EISI- mit S’Ev(p)

C1S1r,ITle)EnmelA) > es gibt S’EISI- und T’EITIr

mit (S’,T’)En(cA)

hat n’=(9,, ve, ftp) folgende Eigenschaft:

Für alle REc(P) und SEg- gilt SIHR = ISIriru'R

Danit gilt insbesondere IS-Irih®'P. ID

Aus diesem Satz läßt sich unmittelbar ein Entscheidungs-

verfahren für die Erfüllbarkeit einer Formel P



ableiten:

Untersuche alle Kripke-Modelle (g,v,n) mit (zum

Beispiel) g=t1,..,K}, K<2!' daraufhin, ob ein SEg

mit SIHP existiert.

Dieses Verfahren ist jedoch ganz und gar

unpraktikabel. Zwar ist der benötigte Aufwand für den

Test, ob ein SEg mit SI-P existiert, nur ein Polynon in

IgiI+1CP) (FISCHER, LADNER [4]). Die Anzahl der zu

untersuchenden Kripke-Modelle ist aber von der

Größenordnung 2°K«PRATT [8]), was eine praktische
Durchführung des Verfahrens für andere als triviale

Fälle ausschließt. Aus diesem Grund wurde stets nach

besseren Entscheidungsverfahren gesucht, von denen wir

eine Auswahl im folgenden Kurz vorstellen wollen,

Bereits in PRATT [8} geschieht die Entscheidung der

Erfüllbarkeit einer Formel P auf eine Art und Weise,

wie sie auch bei uns erfolgt; und zwar durch einen

Tableau-kalkül. Die Erfüllbarkeit von P wird zunächst

zurückgeführt auf das Vorhandensein gewisser

Strukturen; bei PRATT werden dazu filtered tableau

closures definiert, wir benutzen die direkte Verall-

gemeinerung der model graphs aus RAUTENBERG [12]. In

beiden Fällen wird gezeigt, daß eine solche Struktur

genau dann existiert, wenn es nicht möglich ist,

gewisse Tableaus zu konstruieren. Die von uns

definierten PDL-Tableaus sind ebenfalls eine direkte

Verallgemeinerung der in RAUTENBERG [12] definierten

Tableaus für die Modallogik. Wie dort ermöglichen sie

uns hier außerdem den Beweis eines Interpolations-

satzes.

Nach obigen Satz wird jede erfüllbare Formel P bereits

von einem Zustand eines Kripke-Modells (g,v,n)

akzeptiert, in dem jeder Zustand S€Eg eindeutig durch

die Menge {REc(P)ISI-R) bestimat ist. Mit den in PRATT

{9] und HAREL [5] angegebenen Verfahren wird jeweils

versucht, ein solches Modell direkt aus den Teilmengen

von c(P) zu konstruieren. Man bildet dazu (im 0.

Schritt) die Menge 9. derjenigen ZEc(P), die folgende

Bedingungen erfüllen:



AREec(P) > CHREZ =REZ)

BAREc(P) > (QAREZ =Q,REZ)

(asblIREc(P) =>(lasbJREZS[allb]REZ)

[aublREc(P) => (laubIREZ=[alR,[bIREZ)

LaX]Rec(P) > (la*}REZ=L[lalla*1IR,RE2)

[Q?]REc(P) > (IQ@?IREZ=(QEZ>REZ)).

Zu jedem in P auftauchenden atomaren Programm A wird

dann ttolA) definiert durch

(Z,Z’)Em(A) <> CIAJIREZ>RE2’)

Existiert nach dem i-ten Schritt ein ZEg,ı und ein

LalREc(P) so, daß lalREZ ist, jedoch gilt:

für alle Z’ mit (Z,2Z’)En.(a) ist RE2’,

so bildet man gYı1.=g:\{Z} und us StuftlgieXxgie). Nach

höchstens IgoI Schritten liegt ein g« vor, für das

kein solches Z existiert. Ist g« nichtleer, so gilt

mit Zevi(p):=>pEZ für das Kripke-Modell u=(gu, vum):

Rec(P) = (ZIH"RREZ),

Enthält also ein ZEg. die Formel P, so ist P

erfüllbar. Man kann insbesondere zeigen, daß P genau

dann erfüllbar ist, wenn ein ZEg. mit PEZ existiert.

Somit bildet die oben angegebene Konstruktion von %

ein Entscheidungsverfahren.

Weitere Arbeiten ({l] und [13]) geben Entsche idungs-

verfahren für die deterministic propositional dynamic

logic DPDL an. In ihr werden die Formeln und Programne

nur über deterministische Kripke-Modelle inter-

pretiert; das sind Kripke-Modelle (g,v,n), in denen

jedes n(A) eine partielle Funktion ist. Zu jedem Sg

und AEP gibt es also höchstens ein TEg mit S-A>T.

Nicht jede erfüllbare Formel von PDL ist auch in einen

solchen Modell erfüllbar; die Formel -[A]JpA-+[Al-p zum

Beispiel ist nur in einem Zustand S erfüllt, zu dem

zwei Zustände S-A?T,T’ existieren mit Ti-p und T’i--p.

Wie in VARDI, WOLPER [13] dargelegt wird, hat jede in

einem deterministischen Kripke-Modell erfüllbare

Formel P ein sogenanntes Baum-Modell. Das ist ein



Kripke-Modell (g,v,n), bei dem die Struktur

(g;WkotttA)) ein Baum ist (siehe 1.4). Weiter wird

gezeigt, daß zu jeder Formel P ein Automat A der Größe

attP9? gar gewisses c Konstruiert werden Kann, der

genau die Baum-Modelle von P akzeptiert. Die Formel P

ist also genau dann erfüllbar, wenn Ar irgend einen

Baum akzeptiert. Verfahren, die dieses Problem

entscheiden, sind bereits bekannt, der interessierte

Leser sei jedoch auf die Literaturhinweise in [13]

verwiesen.



1.4 Tableaus

In diesem Abschnitt definieren wir Tableaus und

stellen die typischen Bestandteile von

Tableau-Kalkülen vor.

Definition. Das Paar (g,4) einer Menge g und einer

Relation J auf g heißt eine Struktur. Die Elemente

s,t,.. von g heißen Knoten; eine Menge s,,..,5. von

Knoten mit soJ..ds„n heißt Pfad (von 5 zu 5).

Existiert ein Pfad von s zu t, schreiben wir s£t; die

Relation £ ist also der reflexive transitive Abschluß

der Relation J. Für s£t und s#t schreiben wir s(t. Ist

s(t, so heißt t Nachfolger von s, und s heißt

Vorgänger von t. Existiert zudem kein u&g mit s(uft,

so sprechen wir vom direkten Nachfolger bzw.

Vorgänger. Ein Knoten ohne Nachfolger heißt Endknoten.

Definition. Ein Baum ist eine Struktur (T,9), die

folgende Eigenschaften hat:

i) Es gibt genau einen Knoten ts,ET, der keinen Vor-

gänger hat. Dieser Knoten heißt die Wurzel von

(T,9).

ii? Für jeden Knoten sET gibt es genau einen Pfad von

to zu Ss.

Wir nennen einen Baum (T’,4’) Teilbaum von (T,4J), wenn

T’ST und J’=dJl» ist, und wenn für s,tET’ mit s<t

jeder Knoten u mit s<uft ebenfalls in T’ ist. Die

Länge eines Baums (T,“J) ist die Anzahl der Knoten des

längsten Pfades in (T,.

Definition. Ein Tableau J (über eine Formelmenge Fr)

ist eine Struktur der Gestalt (T,J,x,F7). Dabei ist

(T,2) ein endlicher Baum, und x ist eine Funktion, die

 jedem Knoten t eine endliche Formelmenge x(t)Zf, so

zuordnet, daß stets folgende Bedingung gilt:

Ist x(s) erfüllbar und s nicht Endknoten, dann ist

x(t) erfüllbar für mindestens einen direkten

Nachfolger t von s.



Wir werden nicht immer streng zwischen der Struktur Y

und der Knotenmenge T unterscheiden und von den Knoten

s,t,..EJ reden. Außerdem werden wir, wo es nicht zu

Mißverständnissen führen kann, nicht zwischen den

Knoten und den ihnen zugeordneten Formelmengen

unterscheiden. Wir werden also z.B. von einem Tableau

"mit der Wurzel X" oder von "einen Tableau für X"

reden, wenn seiner Wurzel die Formelmenge X zugeordnet

ist.

Ein Tableau-Kalkül besteht aus zwei Komponenten:

- einer Menge von Regeln, die angeben, wie ein Tableau

für X ausgehend von der Wurzel X durch schrittweise

Bildung neuer Knoten konstruiert werden Kann,

- einer einfach zu überprüfenden Eigenschaft von

Tableaus, die die Nichterfüllbarkeit der Wurzel X

impliziert. Tableaus mit dieser Eigenschaft nennen

wir geschlossen.

Ein Tableau-Kalkül heißt vollständig, wenn man für

jede nicht erfüllbare Formelmenge X mit den Regeln des

Kalküls ein geschlossenes Tableau Konstruieren kann.

Ein vollständiger Kalkül eignet sich als Entscheidungs-

verfahren, wenn für jedes nicht erfüllbare X ein

geschlossenes Tableau existiert, dessen Größe einen

nur von 1(X) =LrexlCP) abhängenden, berechenbaren Wert

nicht überschreitet.

Bevor wir den Tableau-Kalkül für PDL vorstellen,

wollen wir einen vollständigen Kalkül für das Problen

angeben, ob eine Formel aus f(A) erfüllbar ist. Es

handelt sich dabei im Prinzip um den Kalkül für die

Modallogik K aus RAUTENBERG {12).

Definition. Eine Formelmenge X heißt geschlossen, wenn

DEX ist oder wenn sie eine Formel zusannmen nit ihrer

Negation enthält. Sie heißt einfach, wenn jede Formei

PEX eine (eventuell negierte) Aussagenvariable oder

von der Gestalt IAJR oder -[AIR ist. Ferner sei

KA S{RILAIREX}.



Wir nennen dabei eine Formel P von der Gestalt [AIR,

wenn es AEP, und REF gibt mit P=[AIR.

Lemma 1. Eine einfache Formelmenge X ist genau dann

erfüllbar, wenn sie nicht geschlossen ist und für alle

alAIREX auch XasHR erfüllbar ist.

BEWEIS. Sei X erfüllbar. Dann gilt S!HX in einen

Kripke-Modell u=(g,v,n), und es gibt für alle -[AIREX

ein SurEg mit S-A>S,,r und SIFXAS-R.

Sei andererseits X nicht geschlossen, und es gebe

für jedes -[AIREX us,r ein Kripke-Modell, in dem ein

Zustand Sur mit SurlmXus-R existiert. Man fügt nun

alle usr, zusamnen mit einem neuen Zustand 5, zu

einem weiteren Kripke-Modell zusammen. Seien o.B.d.A.

die gr Paarweise disjunkt, und sei 5, in keinem Ya,r

enthalten. Sei g'={So}uUfga,rIm[lAIREX}. Sei v’(p) ={S0},

falls pEX, sonst sei v’(p):'=@ (hier geht ein, daß X

nicht geschlossen ist). Sei v(p) =v’(p)ultvarlpd}. Sei

weiter n’CA) .=[(50,54,2) IH[AIREX} und

nA) =n’CAdulim,rialAIREX}. In u =(g,v,n) gilt dann

So-A3Su,r für alle -[AJREX. Man überzeugt sich nun

schnell davon, daß SiH"X.D

Die Regeln des Kalküls lauten wie folgt:

Ki==P x;PAQ Xi=cPrg)
m Gr m B50 I Gap ira

> Katape
Die Schreibweise der Regeln entspricht der in [12] und

ist so zu verstehen: die Nachfolger eines Knotens Z

können dann mit der Regel (-A) konstruiert werden,

wenn er von der Gestalt X;5-(PAQ) ist, d.h. wenn es XSF

und P,@EF gibt mit Z=X5-(PAQ). Der Knoten Z erhält

“dadurch die zwei Nachfolger X5-P und X5-@. Diesen

Vorgang nennen wir eine Anwendung der Regel (-A) auf Z

(oder auf -(PAQ) in Z). Die Anwendung der restlichen

Regeln ist analog zu interpretieren. Auf jeden Knoten

darf dabei nur einmal eine Regel angewandt werden. In

diesem Kalkül nennen wir ein Tableau 7 geschlossen,

wenn jeder Endknoten von Y geschlossen ist.



Ein geschlossenes Tableau Y für ein nicht erfüllbares

Z konstruiert man schrittweise wie folgt: Sei X ein

bereits Konstruierter, nicht erfüllbarer Knoten des

Tableaus, der nicht schon geschlossen ist. Ist X nicht

einfach, kann auf ihn eine der Regeln (A), (-A) oder

(7) angewandt werden. Dadurch erhält X einen oder zwei

direkte Nachfolger, und diese Knoten sind ebenfalls

nicht erfüllbar. Ist X dagegen einfach, so gibt es

nach Lemma I ein -[AJREX so, daß Xs5-R nicht erfüllbar

ist. Durch Anwendung der Regel (K) Kann man aber genau

diesen Knoten Konstruieren.

Jeder so konstruierte Nachfolger Y eines nicht

erfüllbaren Knotens X ist ebenfalls nicht erfüllbar,

zudem gilt 1(YI<1CX). Man erhält also schließlich ein

Tableau, das nicht länger als 1(Z) ist, dessen nicht

erfüllbare Endknoten alle geschlossen sind.

Beispiel. Wir geben ein geschlossenes Tableau für die

Menge {rAnlAlp,r=[Al(pAg)} an. Nach jedem Knoten haben

wir dabei die Bezeichnung der Regel notiert, die zur
Konstruktion seiner Nachfolger benutzt wurde.

rAalAlpsr=[AllpAg)

m

Y;=lAlpsr=lAllpäg)

(4)

rs;alAlps-HlAlCpäg) r;olAlpsur

m

rs=tAlp;[Al(pAg)

(K)

=p3pAg

(A)

=p>p3q



1.5 Lokale Tableaus

Wie wir im letzten Abschnitt an einem Beispiel gesehen

haben, kann man für jede Formelmenge XSf(A) problemlos

ein Tableau konstruieren, dessen Endknoten Xı,..;,X

einfach sind und

SIHX = SIhr.X. für ein in.

für jeden Zustand S jedes Kripke-Modells u gilt. Wir

wollen nun zeigen, wie man auch für jedes X=$ ein

Tableau mit einer vergleichbaren Eigenschaft

konstruieren Kann. Dazu müssen wir die Menge der

"Formeln" $#,, aus denen die Knoten eines solchen

Tableaus bestehen können, über $ hinaus erweitern.

Definition. Eine n-Formel sei eine Zeichenreihe, die

aus einer Formel durch Ersetzen eines oder mehrerer

Programmoperatoren der Gestalt I[a*] durch die Zeichen-

reihe [a] hervorgeht. Die Funktion f ordne jeder

n-Formel diejenige Formel PEF zu, aus der sie so

hervorgeht; und für alle PEF sei f(P)'=P. Sei #r die

Menge aller n-Formeln. Wir bezeichnen auch n-Formeln

mit den Buchstaben P,Q,.. und nennen sie ebenfalls

Formeln. Um zu betonen, daß eine Formel keine n-Formel

ist, nennen wir sie auch normal. Wir definieren für

alle Per

SIFP := SIFf(P).

Danit ist auch klar, was unter der Erfüllbarkeit einer

Menge XSFuf” zu verstehen ist. Unter einer Formelmenge

verstehen wir ab jetzt stets eine (endliche) Menge

xSFuF". Wir nennen einen Knoten normal, wenn er nur

normale Formeln enthält, sonst nennn wir in auch einen

n-Knoten. Einen Knoten, der eine Formel der Gestalt

ala®]P enthält, nenen wir einen -la'”]-Knoten.

Definition. Ein lokales Tableau ist ein Tableau,

dessen Wurzel eine normale Formelmenge ist, und das

mit den Klassischen Regeln

Ka-p X:PaQ X3=cPao)
m Xp m Go I en



sowie mit den folgenden Regeln konstruiert wird:

XslaubIP X-la?p ., XialasbiP
Iti I Rap 09°) K;Staltbip

X; laub]P X; [Q?IP i X;la;b]P

(wI XrtalpstbIp DI Gap ©’ Kfallbie

X;=la* ]P X;latıp
am) KSPIX;Alallamıp (nd GB

;
Tallam’]Pp

Bei der Konstruktion sind zusätzlich folgende Sonder-

regelungen und Einschränkungen zu beachten:

1) Anstelle eines Knotens X;-[A]JP oder X;5[AIP mit der

n-Formel P entsteht stets der Knoten X5=[AlftP)

bzw. X5lAlfcP).

2) Anstelle eines Knotens X;l[a'”]P entsteht stets der

Knoten X.

3) Wenn es möglich ist, muß eine Regel auf eine

n-Formel angewandt werden.

4) Auf einen -la'”]-Knoten darf Keine Regel angewandt

werden.

Entstehen aus der Menge X durch Anwendung einer der

Regeln die Mengen Xı,..,X. (n<£2), so gilt auch hier

stets SIH-X = SihH-X, für ein i£n. Außerdem gilt, daß

jede Formel durch Anwendung einer Regel durch in

gewissem Sinne einfachere Formeln ausgetauscht wird;

das sind z.B. Formeln, die kürzer sind oder mit einem

einfacheren Programmoperator beginnen. Eine normale

Menge, auf die keine dieser Regeln angewandt werden

kann, ist einfach.

Definition. Ein lckales Tableau heißt maximal, wenn

auf keinen Endknoten eine Regel angewandt werden kann

oder darf.

Dort, wo in einem lokalen Tableau ein n-Knoten

auftritt, befindet er sich in einem Teiltableau,

welches nur aus n-Knoten besteht, und dessen Endknoten

entweder -la‘”1-Knoten sind oder normale Nachfolger

auf Grund von 1) oder 2) haben. Wir geben ein Beispiel.



allAup?)*]gqg

cm)

ag AlAup?]{(lAup?)Iq

(au)

Alp?][CAup?)Iqg AlA]llL(Aup?)*)q

das

I
pzl(Aup)"’]g

Lemna_ 2. Für jedes X gibt es ein maximales lokales

Tableau, dessen Länge 1(X) nicht überschreitet.

BEWEIS. Wir definieren zunächst parallel für jedes

Programm a und jede Formel P das Maß m:

m(cA).=0

n(am)'=O

m(cQ?) =max(mla),m(Q))+1

m(asb) =mla)tm(Cb)+1

mCaub) =m(a)+tm(b)+1

m(a*t) =1+m(a)

n(0)=0

n(cp):=0

map) .=0

mt-P) '=1+m(P)

m(PAQ) =1+m(P}+m(Q)

m(-tPAQYI :=1+ml=P)+m(-Q)

m(La]JP):=m(a)+m(P)

mt-lalP}) =m(la)+meHP)

Durch Induktion zeigt man, daß die Zahlen m(a) und

m(P) obere Schranken für die Anzahl der verschiedenen

Formeln sind, die in einem lokalen Tableau für [alO

oder -la]O bzw. für P auftauchen Können und auf die

eine Regel anwendbar ist. Wir bemerken, daß bei jeder

Anwendung einer Regel auf eine Formel P auschließlich

Formeln mit Kleinerem Maß m entstehen. Man zeigt

weiter durch Induktion, daß m(a)<l([la]l) für jedes

Programm a und m(P)<l(P) für jede Formel P ist. Es

folgt unmittelbar, daß in einem lokalen Taleau für X

weniger als l(X) verschiedene Formeln auftauchen, auf

die eine Regel anwendbar ist.
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Sei nun Xı9..IX. ein Pfad eines lokalen Tableaus J,

das so konstruiert ist, daß (mit den durch 3)

gegebenen Einschränkungen) in jedem Knoten X, (i(n)

eine Formel Pı mit maximalem m(P.) ausgetauscht wird.

Wir zeigen:

Für j>i ist Pı@X,.

Sei P,ı normal. Es gilt m(P,)<m{P,) für alle jdi. Aus

keinem P, Kann Pı entstehen, sonit ist Pı@X, für ji.

Sei Pı n-Formel und Xı erster normaler Knoten nach Xı.

Für i<j<l gilt ebenfalls m(P,)<m(P;,), also ist PıEX,

für i<j<l. Ist Pı nichtnegierte n-Formel, so ist Pı

von der Gestalt [a.l..[a„.Ila”]@ mit einem normalen

Q@, und es ist P«=[a*lQ für ein K<i. Da la*]aEX, für

j>K gilt, und Pı nur aus [a*]Q entstehen Kann, gilt

Pı&X, auch für alle j>l. Analoges gilt für negierte

n-Formeln.

Entlang des Pfades wird also keine Formel mehr als

einmal ausgetauscht, in ihm tauchen höchstens m(Xı)

Formeln auf, er ist also nicht länger als 1(Xı). D

Lemma 3. Sind s,t Knoten eines lokalen Tableaus nit

sit, so ist x(s)#x(t?.

BEWEIS. Eine Formel P wird bei Anwendung einer Regel

gegen (höchstens?) zwei Formeln Pı,P2 augetauscht.

Wegen m(P)>m(P:.) (i=1,2) gilt mit dem Maß

m’(X) =Lres3"”? stets m’(x(s})>m’(z(t)). D

Lenma 4. Sei u ein Kripke-Modell über g, und sei S&g.

Sei X=X’;-la]P Knoten eines lokalen Tableaus mit SIFHX.

Sei X’ normal, und sei P normal falls a atomar ist;

sonst sei P n-Formel. Weiter sei TEg mit S-a>T und

TIrAP. Dann gibt es einen normalen Knoten Y>X mit SILY,

der die Formel -la,)..[anlf(P) für ein nEw enthält.

Ist n?0, so ist aı ein atomares Programm und

S-ass..53„?T gilt. Ist n=0, so ist S=T.

BEWEIS. Durch Induktion über a.

a=A: Die Behauptung gilt mit Y=X.

a=@?: Es gibt nur einen Zustand T mit 5-0?>T, nämlich



T=S. Der direkte Nachfolger von X ist

’zQ;5-f(P), er ist normal und gilt in S.

a=sbuc: Es ist S-b>T oder S-c>T. Ist o.B.d.A. S-b>T, so

gilt der Nachfolger X’:-f{bIP von X in S.

Anwenden der Induktionsvoraussetzung liefert

die Behauptung.

a=-b;c: Es gibt UEg mit S-b>U-c>T. In U gilt -[c)P,

somit kann man auf den Nachfolger X’;-[b1Llc]P

die Induktionsvoraussetzung anwenden. Es

existiert also ZIX mit SIHZ und Z enthält die

n-Formel -laıl..[anllc]P. Ist n?0, sind wir

fertig, sonst wenden wir auf Z noch einmal die

Induktionsvoraussetzung an.

a=sb*: Ist S=T, so gilt der Nachfolger X’;5-P in S. Ist

S#T, so gibt es UEg mit U#5 und S-b>U-b*>T und

Ul--[b*1P. Somit kann man auf den Nachfolger

X’;alblib"®]P die Induktionsvoraussetzung

anwenden. Wegen S#U existiert ein Nachfolger

dieses Knotens, der in S gilt und der eine

n-Formel der Gestalt -la,]l.. [a"n][b]P

enthält, wobei a, atomar ist. D

Lemma 5. Sei Y ein lokales Tableau, in dem jeder

Endknoten nornal oder ein -la'’]-Knoten ist. Seien

Xır..,Xn die normalen Endknoten, Sei S Zustand eines

Kripke-Modells u über g. Es gilt

SsieX = SIhH“X, für ein i£n

BEWEIS. Da mit YdZ und SiH*Z auch Sih*Y gilt, folgt aus

Sir“X, sofort SIF"X. Für die andere Richtung zeigen wir,

daß zu jedem normalen Knoten YET mit SIh*Y ein normaler

Knoten Z>Y mit SIH"Z existiert. Wir brauchen dazu nur

die zwei Fälle zu betrachten, in denen nicht alle

direkten Nachfolger von Y normal sind:

- Auf jeden Knoten, der eine nichtnegierte n-Formel

enthält, kann eine Regel angewandt werden. Entsteht

der Nachfolger von Y durch Anwendung von (n), findet

aan also einen Pfad in S erfüllbarer Knoten, der von

Y zu einem normalen Knoten Z führt.



- Sei Y=Y’;-[la*]P, und die Nachfolger von Y entstehen

durch Austausch von -la*]P gemäß (-n). Ist a atonmar,

so sind schon beide Nachfolger von Y normal. Sei a

also nicht atomar. Es gibt einen Zustand DUEg mit

S-a*>U und Ulb+P:

Ist S=U, so ist schon der Nachfolger Y’;-P von Y in

S erfüllbar und normal.

Ist S#U, so gibt es T mit T#S und S-a?T-a*>U und

TI--la*]P. Anwendung von Lemma 4 auf Ys-lalla]P

und T liefert einen in S erfüllbaren normalen Knoten

ZY. D
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i.e PDL-Tableaus

Die Formelmenge X enthalte eine Formel der Gestalt

“la,ıl..[a.]1P. Notwendige Bedingung dafür, daß SIHX in

einem Kripke-Modell über g gilt, ist die Existenz von

Zuständen Tı,..,Tn€Eg mit S-a1>Tı-a2?..-a,>T. und

Tal-r-P. Wir geben in diesem Abschnitt die Regeln der

PDL-Tableaus an, mit denen für X diese Bedingung

überprüft werden kann. Dazu gehört eine Regel, durch

deren Anwendung eine Formel der Gestalt -laıl..[a.]P

mit der Formel P markiert wird. Wir schreiben dann

“la,sl..[a.1P’f. Enthält eine Formelmenge eine markierte

Formel, nennen wir sie belastet, sonst frei. Analog

sprechen wir von belasteten und freien Knoten.

Die Regeln der PDL-Tableaus sind neben den Regeln der

lokalen Tableaus:

(M+) een X frei die Belastungsregel,

X:ola]Pp*(M-) Galalp die Befreiungsregel,

XralA)Pr
(At) Ku; pre die kritische Regel.

Hierbei bedeute

= “pP falls R=P
er { “Pr sonst

Die Regeln (=u),(an?, (45) und (=?) der lokalen

Tableaus sollen auch auf markierte Formeln anwendbar

sein. Die jeweils entstehenden Formeln müssen dann auf

eine bestimmte, noch festzulegende Weise markiert

sein. Wir geben diese Regeln also noch einmal für die

Anwendung auf markierte Formeln an.

X;-olaub]Pr X;ala;sb]P*
I KsTalprıgsatbier a5) GStalibir

Xi-la* Ipr ) Halazıp
Can) KESPRHR;Alallamıpr Tasaprr

Man bemerke, daß bei Anwendung der Regeln (At), (C-n)



und (=?) auf eine markierte Formel die Markierung

genau dann verschwindet, wenn die entstehende Fornel

die Negation der Markierung ist.

Definition. Sei Xıd..ıX. ein Pfad eines mit den bisher

definierten Regeln konstruierten Tableaus. Entsteht

kein X. (i>1l) durch Anwendung von (At), nennen wir den

Pfad unkritisch, sonst kritisch. Ist jedes X

belastet, nennen wir den Pfad ebenfalls belastet.

Definition. Ein PDL-Tableau ist ein nit den bisher

definierten Regeln konstruiertes Tableau, bei dessen

Konstruktion zusätzlich zu 1) bis 4) folgende Sonder-

regelungen und Einschränkungen beachtet sind:

5) Auf einen Knoten, der durch Anwendung von (M+)

entsteht, darf nicht (M-) angewandt werden.

6) Ein normaler Knoten X=x(t), zu dem ein st mit

x(s)=x(t) existiert, ist Endknoten, wenn der Pfad

von s zu t kritisch ist, und wenn der Pfad von s zu

t zudem belastet ist, wenn X belastet ist.

7) Jeder belastete Knoten, der nicht auf Grund von

Bedingung 6) Endknoten ist, hat einen Nachfolger.

Ein lokales PDL-Tableau ist ein PDL-Tableau, in dem

kein Knoten durch (At) entsteht.

Zu jedem PDL-Tableau T gehört auf natürliche Weise

eine Partition in lokale PDL-Tableaus Fı,..,7n, und

zwar in die maximalen lokalen Teiltableaus. Aus jeden

normalen Endknoten eines J,, der nicht schon Endknoten

von J ist, entsteht durch Anwendung von (At) die

Wurzel eines J,#J:ı. Ein lokales PDL-Tableau

unterscheidet sich von einem lokalen Tableau nur durch

die eventuelle Anwendung der Regeln (M+) und (M-), sie

haben also weitgehend gleiche Eigenschaften. Wir

lassen deswegen, wo es nicht zu Mißverständnissen

Kommen kann, den Zusatz PDL weg. Wir reden auch

einfach von Tableaus, wenn wir PDL-Tableaus meinen.



Lemma 6. Es gibt eine Höchstlänge für Tableaus für X.

BEWEIS. Zunächst beweist man ähnlich wie in Lemma 2,

daß in einem Tableau 7 für X nicht mehr als n'=1(%

verschiedene nicht markierte Formeln auftreten können.

Weiter folgt aus Lemma 3 für alle Knoten s<tEf mit

x(s)=x(t), daß der Pfad von s zu t kritisch ist. Kein

Pfad enthält deshalb mehr als 2" freie normale Knoten.

Weiter gibt es in J nicht mehr als n'2" verschiedene

belastete Mengen für jede mögliche Markierung. Ein

belasteter Pfad enthält also höchstens n'2" normale

Knoten. Befinden sich zwischen zwei solcher Knoten nur

n-Knoten, so sind es weniger als 2" n-Knoten, denn sie

befinden sich dann in demselben unkritischen Pfad. Ein

belasteter Pfad ist also nicht länger n'2?”. Zwischen

zwei belasteten Pfaden befindet sich mindestens ein

freier Knoten, somit können nur weniger als 2"

belastete Pfade aufeinander folgen. Das Tableau T ist

also nicht länger als n'2". D

Definition. Ist F ein Tableau, so sei für s,teT

s{t .= sdt, oder s ist Endknoten, es gibt ein u(s

mit ut und x(u)=x(s), von dem ein

belasteter und kritischer Pfad zu s führt.

Weiter sei £*' die reflexive transitive Hülle von “*.

Die Relation ist i.a. keine Halbordnung; für freie

Knoten X,Y gilt jedoch XXY=X€('Y. Eine Folge

tı"..d*tn nennen wir einen '-Pfad.

Lemma 7. Sei 5 Zustand eines Kripke-Modells über g,

und sei X=X’;-lalP*r ein in S geltender normaler Knoten

eines Tableaus Y, in dem kein Knoten durch Anwendung

von (M-) entsteht. Sei weiter TEg mit S-a>T und Tih-P.

Dann gibt es einen '-Pfad erfüllbarer Knoten von X zu

einem normalen Knoten Y=Y’;-P*”, der in T gilt.

BEWEIS. Wir bemerken zuerst, daß in J jeder belastete

Knoten s Nachfolger bezüglich d* besitzt, die aus

Anwendung einer Regel auf x(s) entstehen. Dann gibt es

einen J‘-Pfad erfüllbarer Knoten von X zu einem in S

geltenden Knoten Z=Z2’;-lalP*, dessen Nachfolger durch

Austausch der markierten Formel entsteht. Der weitere

Beweis erfolgt nun durch Induktion über a.



Induktionsanfang:

asA: Sei TEg mit S-A>T und Ti--P. Der d*-Nachfolger

Z’s5-Pr* von Z gilt in diesem T und ist von

der verlangten Gestalt.

a=@?: Es ist T=S. Der '-Nachfolger 2’;Q;-P*” von Z

gilt also in T und ist von der verlangten

Gestalt.

Sei nun die Behauptung bewiesen für die Programme b

und c.

a=buc: Sei S-buc?T und TIH-P. Dann ist S-b>T oder

S-c>T, und einer der “'-Nachfolger Z’;-[b]P*

und Z’;-[c]P® von Z gilt in S. Anwenden der

Induktionsvoraussetzung auf diesen Knoten

liefert die Behauptung.

asbi;c: Für S-b;c?T existiert U mit S-b>U-c>T und

Ulr=[c]P. Anwenden der Induktionsvoraussetzung

auf den #-Nachfolger Z’;-[Ib1[cI]PF von Z und U

liefert einen Knoten W=W’;-[c]P*r mit Z<'W, der

in U gilt. Anwenden der Induktionsvoraussetzung -

auf W und T liefert die Behauptung.

a=sb#t: Ist S-a*%>T, so gibt es ein minimales n mit

S-ar3T. Wir beweisen diesen Fall durch

Induktion über n.

Induktionsanfang n=0O:

Ist n=0, so ist S=T, der d*-Nachfolger

Z’5-=P®rP von 2 gilt in 5, und er ist von der

gewünschten Gestalt.

Sei die Behauptung bewiesen für m=n-1:

Ist n?0, so gibt es UEg mit U#S und

S-b>U-b">T. Der J'-Nachfolger Z’5-[b1[b'"]P

gilt in S. Nach Lemma 4 gibt es einen

normalen Knoten W2'Z2 mit

W=W’5alaıl..[as]Ib*]PR so, daß S-aıs..zar>U

ist, und der in S gilt. Die a, haben alle

eine geringere Komplexität als b*, K-maliges

Anwenden der Voraussetzung der Induktion über

den Programmaufbau liefert die Existenz eines

Knotens V>'W mit V=V’;-[b*]P*r, der in U gilt.

Nun ist U-b*>T, Anwenden der Voraussetzung

der Induktion über n liefert die Behauptung.ÜO
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Lemma 8. Sei J Tableau und sei YEY freier erfüllbarer

normaler Knoten. Ist Y nicht Endknoten, so gibt es

einen freien erfüllbaren normalen Knoten Z>Y.

BEWEIS. Wird auf Y nicht (M+) angewandt, ist das die

Aussage von Lemma 4. Wird auf Y (M+) angewandt, so ist

der Nachfolger von Z ein normaler Knoten von der

Gestalt Y’s-laı)..[an}P”. Mit Lemma 7 findet man einen

ı"-Pfad erfüllbarer Knoten zu einen normalen freien

Knoten Z, der von der Gestalt Z’;-P”* ist, oder der

durch Anwendung von (M-) entsteht. In beiden Fällen

ist Z erfüllbarer normaler freier Knoten nit Z>Y. D



1.7 Der PDL-Kalkül

 

Definition. Ein Tableau J heißt geschlossen, wenn alle

normalen freien Endknoten von J geschlossen sind.

Im verbleibenden Teil von Abschnitt 1 zeigen wir, daß

der hiermit definierte PDL-Kalkül vollständig ist; das

heißt, daß jede Formelmenge XZF genau dann erfüllbar

ist, wenn Kein geschlossenes Tableau für X existiert.

Doch zunächst geben wir ein Beispiel eines geschlos-

senen Tableaus für die Menge X={-[(Aup?)*jq,[A*lg}.

AlCAup?)*1qs
(Axlq

(M+)

alcAup?)*# gs;

[A*lq

(n?

=[(Aup?)#]qgs;

g;[lAl[A*1q

 

 

Con

ag; =lAup?I[CAup?) gs;

qzlAltA*1q qstAlLA*Ig

mn
„lAllCAup?)*]g°; Alp? 1UCAup?)gs;

gslAllAR)q q; [AlTA*]q

(At) (7)

AlCAup?)* )gs; P3-Ä[CAup?)jgs;
[A*1q g; [AJTA*]q

Dieses Tableau hat drei Endknoten, deren Merkmale wir

kurz betrachten wollen.

- Der Endknoten {-q;q;[Al[A*]g} ist geschlossen. Er ist

normal und frei, und jeder derartige Endknoten eines

geschlossenen Tableaus ist geschlossen.



- Der Endknoten {-[(Aup?)*1Iqg°s;[A*]gq} ist nicht

geschlossen. Er ist jedoch belastet, und er besitzt

einen Vorgänger, dem dieselbe Menge zugeordnet ist,

wobei außerdem jeder Knoten zwischen ihnen belastet

ist. Somit ist er wegen Bedingung 6) Endknoten.

- Der Endknoten {p;-l(Aup?)']Iq®;zqgz;[AlLlA*}g} ist ein

“lam]-Knoten. Auf ihn darf Keine Regel angewandt

werden.

Wir bemerken, daß jeder Endknoten eines geschlossenen

Tableaus mindestens eines dieser Merkmale aufweist.

Definition. Eine normale Formelmenge X=F heißt

inkonsistent, wenn ein geschlossenes Tableau für K

existiert, sonst heißt X Konsistent.

Korrektheitssatz. Jede erfüllbare Formelmenge XS$ ist

konsistent.

BEWEIS. Aus Lemma 8 folgt unmittelbar, daß jedes

Tableau für eine erfüllbare Formelmenge X einen freien

erfüllbaren normalen Endknoten hat. Dieser ist

insbesondere offen. Damit ist X Konsistent.D

Um zu zeigen, daß umgekehrt jede konsistente

Formelmenge X auch erfüllbar ist, zeigen wir, wie man

aus den offenen Tableaus für X ein Modell für X

konstruieren kann. Dazu definieren wir eine bestimmte

Klasse von Kripke-Modellen, die Klasse der

Modellgraphen.
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1.282 Modellgyraphen

Definition. Eine Formelmenge X heißt saturiert, wenn

sie folgende Bedingungen erfüllt:

mPEX => PEX

PAQEX => PEX und QEX

(PAQBIEX => -PEX oder EX

lasbIJPEX = TallbIPEX

faubIPEX = IalPEX und [bIPEX

[a?1PEX > =QEX oder PEX

lat]peX > PEX und lalla*]PeEX

alasb]PEeX = -lallbIPEX

„laubIPEX = -lalJPEX oder -IbIPEX

“[a?IPEeX => BEX und -PEX

Alat])P&eX = -PEX oder -lalla*ıPpeX

Definition. Ein Modellgraph ist ein Kripke-Modell

H=(g,n,v), das den Bedingungen i) bis iv) genügt.

i) Jedes Element von g ist eine saturierte Formel-

menge X mit OEX und p£eX=>-p&@X.

ii) Ist XEg und peEX, so ist XEv(p).

iii) Ist (X,Y>EnCA) und [AIPEX, so ist PEY.

iv) Ist XEg und -lalPEX, so gibt es Y&g mit

(XK,DEn’(Ca) und -PEY.

Dabei ist rn’ eine Funktion auf P, die auf P, mit n

übereinstimmt, die für Tests durch

n’(cP?) = {(X,X)IXEg und PEX}

definiert ist und die für Programme der Gestalt a;b,

aub und a* wie n induktiv definiert ist.

Offensichtlich läßt sich zu jedem Kripke-Modell

H=(g,n,v) ein Modellgraph konstruieren:

Für SEg sei Xs ={PEFISIH"P}, es sei g’ ={Xs1SEg},

weiter sei m’CA)'=t(Xs,XrdIXe acXr} für alle AEP und

v’cp)'={Xelpeis} für alle pEfe.

Man zeigt leicht, daß u’ =(g’,n’,v’) die Bedingungen i)

bis iv) erfüllt.



Lemma 9. Ist u=(g,n,v> Modellgraph, XEg und PEX, so
gilt XirP.
 

BEWEIS. Wir zeigen durch simultane Induktion über den
Formel- und Programmaufbau, daß

+ PEX > XIHP «mit Ih=ihe)

-) PEX > XIHP

für jede Formel P und

(0) lalPeX => ist (X,V)Enta), so ist PEY

für jedes Programm a (und jede Formel P) gilt.

Ist P=0 oder ist P Aussagenvariable, so gelten (+) und
(=) auf Grund der Bedingungen i) und ii).

Sei also jetzt P eine Formel, für deren Subformeln (+)
und (-) bereits bewiesen sind. Außerdem sei (o) für
alle Progranme bewiesen, die in P auftauchen.

Sei P=-@. Ist PEX, so gilt nach (-) und Induktions-
voraussetzung X!#Q, also XiH--Q=P, und danit gilt (+).
Ist AP=QEX, so ist wegen der Saturiertheit von X
auch QEX und XlFr@ nach Induktionsvoraussetzung. Darit
gilt aber Xl#-@=P, und das ist (-)

Sei P=QAR. Ist PEX, so sind @EX und REX, was nach
Induktionsvoraussetzung X!HQ und XIFR, somit XIHQAR=P
bedeutet, somit gilt (+). Ist „PEX, so ist -QEX oder
REX. Somit gilt nicht XIH@ und XIHR, das heißt XIHQAR=P,
und das ist (-).

Sei P=[a]Q@, Ist PEX, so folgt nach Voraussetzung der
Induktion über a, daß für alle Y mit (X, Y)Enta) schon
@EY ist. Nach Voraussetzung der Induktion über P folgt
aus QEY schon YIHQ, somit gilt XlH[ale. Ist =PEX, so
gilt für jeden Test R, der in a vorkonnt, bereits (+).
Aus (X,Y>En’CR?) folgt also (X, DENRCR?), ist sonit
(X, DEn’(a), so ist auch (X, Y)Enta). Wegen iv)
existiert also ein Y mit (X, Y)En(a) und -QEY. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt Y!H--Q, sonit gilt XlFlala.

Für atomare Programme gilt (o) stets wegen der
Bedingung iii). Sei also [alPEX und a ein

nichtatomares Programn, für dessen Subprogramnme (o)
bereits bewiesen ist. Außerdem sei (-) bereits
bewiesen für alle Tests, die



in a auftauchen.

Sei a=R?. Wegen der Saturiertheit ist -REX oder PEX.

Ist (X, DEn(R?), so ist Y=X und XIHR. Wegen (-) ist

dann aber -RE@X, also ist PEX=Y.

Sei a=buc. Wegen der Saturiertheit ist IbJPEX und

[c]PEX. Ist nun (X, VEnta), so ist (X,VDEncb) oder

(X,Y>En(cc). In jedem Fall ist nach Induktionsvor-

aussetzung PEY.

Sei a=b;sc. Es ist IblicIPEX. Ist (X, VDEnta), so gibt

es ZEg mit (X,Z)Encb) und (Z,Y)Entc). Nach Induktions-

voraussetzung ist [c1JPEZ und PEY.

Sei a=b#*. Ist (X,Y)En(b*), so gibt es ein minimales

neu mit (X,Y)Enth"r). Wir beweisen (o) nun durch

Induktion über n. Der Fall n=O ist klar, denn dann ist

X=Y, und wegen der Saturiertheit ist schon PEX. Sei

also die Behauptung bewiesen für m=n-Il. Es ist

[bJ[b*1PEX, und es gibt ein ZEg mit (X,Z)En(b) und

(Z,Y)Entbrt). Nach der Voraussetzung der Induktion

über a folgt [b*1PEZ, und mit der Voraussetzung der

Induktion über n folgt PEY.D



1.9 Konsistente Knoten

Um die Konstruktion von Modellgraphen aus Tableaus

vornehmen zu Können, definieren wir für jedes Tableau

folgende Relationen.

Definition. Seien X<Y Knoten eines Tableaus. Wir

schreiben

X-A>Y, wenn auf genau einen Knoten Z mit X<2<Y die

kritische Regel angewandt wird, und zwar auf

eine Formel der Gestalt -[A]JP®.

X-P?>Y, wenn der Pfad von X zu Y unkritisch ist und

ein Z mit X<Z<Y und PEZ existiert.

X-aub?Y, wenn X-a>Y oder X-b>Y.

X-a;b>Y, wenn ein Knoten Z mit X(Z<£Y existiert so, daß

X-a>Z und Z-b>Y.

K-a#>Y, wenn der Pfad von X zu Y unkritisch ist, oder

wenn X-a!->Y für ein i)I ist.

Sind ferner X<Y Knoten so, daß Y frei ist und kein

freier Knoten Z mit X(2Z<(Y existiert, so nennen wir Y

einen ersten freien Nachfolger von X.

Weiter benötigen wir noch einige Ergebnisse über das

Auftreten von Konsistenten Knoten in Tableaus.

Lemma 10. Jeder Knoten X=X’;-laıl..[an]PPf, der durch

Anwendung von (M+) entsteht, hat einen freien normalen

Nachfolger Y. Ist Y ein erster freier Nachfolger eines

Knotens X=X’;-lal..[an]PP, und entsteht Y nicht durch

Anwendung von (M-), so ist Y von der Gestalt Y=Y’:-P,

und es gilt X-a15..33."?Y.

BEWEIS. Durch Induktion über n und den Aufbau der a..D

Damit hat insbesondere jeder freie normale Knoten

eines Tableaus, der nicht schon Endknoten ist,

mindestens einen freien normalen Nachfolger.



Lemma 11. Sei XEf freier normaler Knoten mit den

ersten freien normalen Nachfolgern Yı,..;Yn (n21)D.

Sind alle Y, inkonsistent, so ist X inKonsistent.

BEWEIS. Für jedes i sei J, ein geschlossenes Tableau

für Yı.

Ist X Knoten eines Tableaus J,, so ist dasjenige

Teiltableau von J;, welches aus allen Knoten YET, mit

X£Y besteht, ein geschlossenes Tableau für X.

Ist X in keinem J. Knoten, so bildet man ein neues

Tableau für X, in dem man an den Knoten Yı von Y das

alte Tableau "abschneidet" und die jeweiligen Jı

“anheftet“. Dieses neue Tableau ist ein geschlossenes

PDL-Tableau für X.

In beiden Fällen folgt, daß X inkonsistent ist.D

Definition. Eine belastete normale Formelmenge X

nennen wir inKonsistent, wenn X" ={PIPEX oder PrEX für

gewisses R} inkonsistent ist, sonst Konsistent.

Lemma 12. Ist X freier normaler Konsistenter Knoten in

einem Tableau J, so gibt es einen ersten freien

normalen konsistenten Nachfolger Y>X so, daß jeder

normale Knoten auf dem Pfad von X zu Y Konsistent ist.

BEWEIS. Seien Yı,..;,Yn die ersten freien normalen

konsistenten Nachfolger von X (Lemma II garantiert die

Existenz solcher Knoten). Nehmen wir an, es gibt für

jedes i einen normalen inkonsistenten Knoten Z, mit

XZı<Yı. Diese Knoten sind alle belastet. Man erhält

dann durch Anwenden von (M-) auf die Z, ein Tableau,

in dem sämtliche ersten freien normalen Nachfolger von

X inkonsistent sind. Nach Lemma il ist dann X

inkonsistent; die Annahme widerspricht also der

Voraussetzung.D



1.10 Der Vollständigkeitssatz

Definition. Wir nennen ein Tableau J saturierend, wenn

die kritische Regel nur auf einfache Knoten angewandt

wird.

Modellexistenzsatz. Ist Z. eine normale konsistente

Formelmenge, so gibt es einen Modellgraphen u=(g,v,n)

und ein SEg mit 2.58.

BEWEIS. Sei Ja ein maximales lokales Tableau für Zu,

in dem nicht (M+) angewandt wird. Weiter sei M die

Kleinste Menge von Tableaus, die

a) Yo enthält und

b) für jeden einfachen Konsistenten Knoten Y eines

TEM. jedes maximale saturierende Tableau für Y’

enthält.

Für Knoten X, YEJEM, sei

Sur = tf(P)les gibt Z mit X<Z<Y und PEZ’),

9 = {1SwrIX und Y sind konsistente Wurzel und

Endknoten eines lokalen Teiltableaus

eines JEM,, und Y ist einfach}

Jedes S,,€g ist eine saturierte Formelmenge und

erfüllt Bedingung i) für Modellgraphen. Wir bemerken,

daß IgI<£2!”®ist. Weiter sei für alle S,TEg

SEv(p})!=>pes für alle pE$s,

(S,DEntA): SS,CT für alle ACER.

Mit diesen Definitionen genügt u=(g,v,n) den

Bedingungen ii) und iii) für Modellgraphen. Durch

Induktion über a zeigt man leicht, daß gilt:

Sind X,Y,X’,Y’EJEM mit SıvEg und Se, v&g, sind

ferner 2,2’ Knoten mit X<2<Y, X’<Z’<Y’ und 2-32’,

so ist (Suv,Se, w)}Een’cla).

Wir zeigen nun, daß u auch Bedingung iv) erfüllt. Sei

dazu SEg und -lalPES. Es ist S=Sx,, für gewisse Knoten

X,Y eines TEM. Sei X=Xı2..0X.=Y der Pfad von X zu Y.

Es gibt ein X, mit -lalPEX," (eventuell liegt -la]P

als n-Formel vor; diesen Umstand ignorieren wir



jetzt). O.B.d.A. entstehe kein X.>X, durch Anwendung

von (M-) oder (M+).

Wir bilden nun den Pfad Y,d..4Y.. Es entstehe Y, aus

X, durch Markierung von -lalP mit P, und für kDj

entstehe Y. aus Y«-ı wie X aus X." (damit gilt

stets Yu=Xr). Es Können zwei Fälle eintreten:

1) Ein Y, K)j ist frei. Dann ist Yyı-a?dYı,

insbesondere ist ($,S)En’(a) und -PES.

2) Alle Y«, K>j sind belastet. Der Knoten Y, enthält

dann eine Formel von der Gestalt -[Allaıl..la,]Pr.

Nun gibt es aber ein Tableau T’EM,, das die Wurzel

X,” hat, deren Nachfolger Y, ist, und in dem nicht

(M-) angewandt wird. Nach Lemma 12 hat Y. in diesen

Tableau einen ersten freien normalen konsistenten

Nachfolger Z so, daß jeder normale Knoten auf dem

Pfad von Y. zu Z kKonsistent ist. Außerden existiert

in ’ ein einfacher konsistenter Nachfolger Z’ von

  Z, der im selben lokalen

ist, denn Y’ ist naximal.

Betrachten wir nun den Pfad

Kid. IXzIY I... IYad..9249..92°.

Jeder normale Knoten des Pfades ist konsistent.

Jeder maximale unkritische Teilpfad dieses Pfades

endet mit einem einfachen Knoten, da 7’ saturierend

ist. Zu allen Knoten V,W, die Wurzel und Endknoten

eines unkritischen Teilpfades sind, existiert ein

Sy„Eg. Insbesondere existiert ein S’Eg mit ZZS’

und demzufolge -PES’. Nach Lemma 10 ist Yy,-a3Z,

somit ist (S,S’)En’(a).

Damit erfüllt u=s(g,v,n) auch Bedingung iv). D

ändigkeitssatz. Jede Formelmenge X=F ist genau

dann Konsistent, wenn sie erfüllbar ist.

BEWEIS. Aus dem Modellexistenzsatz und Lemma 93 folgt,

daß jede konsistente Menge erfüllbar ist. Mit dem

Korrektheitssatz folgt die Behauptung. D



1.11 Erweiterte PDL-Tableaus

Häufig kann man einen vollständigen Tableau-Kalkül

durch Hinzunahme weiterer Regeln so erweitern, daß die

Konstruktion geschlossener Tableaus für inkonsistente

Mengen vereinfacht wird. Diesen Umstand werden wir uns

im Abschnitt 2 zunutze machen. Dort werden wir

(zusätzlich) die folgenden Regeln benutzen:

. X3la® 5bJP ., Xil1?3alp
5) KGTBIPIXstallarıbIP ar tar

at Y frei un SHE

Außerdem soll jede Anwendung einer Regel auf eine

normale freie Formel wahlweise als Austausch (also wie

bisher) oder als Hinzufügung von Formeln verstanden

werden Können. Ein Knoten X;5PAG kann so durch

Anwendung von (A) den Nachfolger Ä5PAu;P;@ erhalten.

Definition. Ein erweitertes PDL-Tableau ist ein

Tableau, das mit den bisher definierten Regeln

konstruiert ist. Ein solches Tableau T heißt genau

dann geschlossen, wenn alle normalen freien Endknoten

geschlossen sind.

Man überzeugt sich schnell davon, daß für eine

erfüllbare Menge X kein geschlossenes erweitertes

PDL-Tableau existiert. Es folgt dann unmittelbar, daß

eine Menge X sogar genau dann erfüllbar ist, wenn kein

geschlossenes erweitertes PDL-Tableau für sie

existiert. Durch Angabe eines geschlossenen

erweiterten PDL-Tableaus für eine Menge X wird diese

also auch als nicht erfüllbar nachgewiesen.



2 Interpolation in PDL

2.1 Der Interpolationssatz

Viele Modallogiken, darunter alle im Abschnitt 1.2

erwähnten, besitzen eine Interpolationseigenschaft,.

Der Nachweis dafür kann mit geeigneten vollständigen

Tableau-Kalkülen erbracht werden (RAUTENBERG [121).

In diesem Abschnitt werden wir eine Interpolations-

eigenschaft für PDL formulieren und mit Hilfe des

PDL-Kalküls nachweisen, daß PDL diese Eigenschaft

tatsächlich besitzt.

Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit Fo(P) bzw. PotP)

die Mengen der Aussagenvariablen bzw. der atomaren

Programne, die in P auftauchen. Ferner sei

S(P) = FotP)uPs(P). Analog sei S(a) für alle Programme

a definiert. Schließlich sei für eine Formelmenge X

definiert SCX) = Urex SCP?.

Definition. Ein Interpoland für das Paar (X.,X.) von

Formelmengen ist eine Formel R nit S(RISSCK.INSCK2),

für die Xı5-R und X25R inkonsistent sind.

Interpolationssatz. Seien P,@ Formeln mit FP=@. Dann

gibt es eine Formel R mit SCRISS(CP)nSca), für die FP=R

und FR=Q gilt.

Eine Formel R mit dieser Eigenschaft nennen wir (etwas

ungenau) auch einen Interpolanden für P und @.

Tatsächlich handelt es sich (nach unserer Definition)

um einen Interpolanden für das Paar ({P},{-A}). Wir

beweisen im folgenden, daß für jedes Paar (Xı,%.) ein

Interpoland existiert, sofern Xı5X2 inkonsistent ist.

Der Interpolationssatz ergibt sich dann daraus nit

X:={P} und X2={-@}, denn die Inkonsistenz von P;-@

bedeutet ja FP&2.



2.2 Tableaus für Paare

von Formelmengen

Wir wollen nun den Begriff des Tableaus für ein Paar

Xı/X2 von Formelmengen einführen. Es handelt sich

dabei wieder um einen endlichen Baum (T,9); jedem

Knoten tET wird aber durch zwei Funktionen X, und X

ein Paar von Formelmengen xı(t)/x2(t) zugeordnet. Wir

bezeichnen oft auch einen Knoten mit dem ihn

zugeordneten Paar. Ein Knoten Yı/Yz heißt frei,

belastet, geschlossen, normal, n-Knoten oder

-[la®w]-Knoten, wenn Yı5Y2 so heißt. Ein solches

Tableau wird ausgehend von der Wurzel Xı/X2 durch

Anwendung der Regeln des PDL-Kalküls konstruiert. Wir

müssen aber erklären, wie die Anwendung einer Regel

auf eine Formel in einer Komponente eines Paares Yı/Yz

zu verstehen ist.

- Entstehen bei Anwendung einer beliebigen Regel

(nicht (At)) auf eine Formel PEY, (Yı Knoten eines

PDL-Tableaus) die Formelmengen Zı,..;Z2n (n=1 oder

n=2), so entstehen bei Anwendung derselben Regel auf

PEY, (Yı Komponente des Knotens Yı/Yz2) die Paare

Zı/Y2».2.,»Zn/Y2. Analog bei Anwendung auf eine Formel

PEY..

- Bei Anwendung von (At) auf eine Formel -{[A]PrEY,

(Yı Komponente des Knotens Yı/Y. und Yı=Y;-[AIP* für

gewisses Y) entsteht das Paar Yas-Pr/CYz).. Analog

bei Anwendung auf eine Formel -[A]P*rEY..

Bei dieser Konstruktion sind ebenfalls die Bedingungen

1) bis 5) und 7) zu beachten. Die Bedingung 6) muß

jedoch für Tableaus für Paare anders formuliert werden.

6°) Ein normaler Knoten xı(t)/xz(t), zu dem ein st

mit xı(s)=xılt) und xz(s)=x:(t) existiert, ist

EndKnoten, wenn der Pfad von s zu t Kritisch ist,

und wenn der Pfad zudem belastet ist, wenn

zılt)/x2(t) belastet ist.

Zusätzlich ist bei der Konstruktion eines Tableaus für



ein Paar stets folgende Vorschrift zu beachten:

8) Existieren zwei Knoten s und t mit der selben

belasteten Komponente in einem belasteten

Teiltableau, und entstehen deren jeweilige

Nachfolger durch Anwendung einer Regel (nicht (M-))

auf die belastete Komponente, so wird auf beide

Knoten dieselbe Regel auf dieselbe Formel

angewandt.

Definition. Wir nennen ein Tableau für ein Paar Xı/Xz

geschlossen, wenn alle normalen freien Endknoten

geschlossen sind. Weiter nennen wir ein normales Paar

Xı/X2 inkonsistent, wenn ein geschlossenes Tableau für

Xı/X2 existiert, sonst nennen wir es konsistent.

Lenna 13. Ein normales Paar Xı/X» ist genau dann

konsistent, wenn Xı5X2 konsistent ist.

BEWEIS. Ist X:ı/X» inkonsistent, so gibt es ein

geschlossenes Tableau für Xı/X». Man erhält durch

Ersetzen jedes Knotens Yı/Y» durch Yı:Yz im

wesentlichen ein erweitertes PDL-Tableau. Es kann

lediglich passieren, daß Knoten s(t existieren, die

Bedingung 6) verletzen. Ist t belastet, so kann man

das Tableau dort einfach "abschneiden"; sonst kann man

durch "Herausschneiden" des Pfades von s zu t ein

erweitertes PDL-Tableau bilden, wie es in L.1l

definiert wurde. Dieses Tableau ist ebenfalls

geschlossen, somit ist Xı5X2 inkonsistent.

Ist andererseits Xı/X. Konsistent, so ist jedes

Tableau für Xı/X2 nicht geschlossen. Man Kann dann

(wieder nach Ersetzen jedes Knotens Yı/Yz2 durch Yı5 Y2)

aus diesen Tableaus genau wie im Modellexistenzsatz

beschrieben einen Modellgraphen Konstruieren, in dem

ein Zustand die Menge Xı5%2 umfaßt. In diesem Fall ist

also auch X;:5X2 Konsistent.D

Korollar. Ist Xı5X2 inKonsistent, so gibt es ein

geschlossenes Tableau für Xı/Xz.



2.3 Konstruktion des

Interpolanden

In diesem Abschnitt legen wir dar, wie man für Xı/X2

einen Interpoland konstruiert, wenn Xı5X2 inkonsistent

ist. Man benötigt dazu ein geschlossenes Tableau Y für

Kı/X2. Dieses Tableau wird zunächst vereinfacht.

Definition. Ist J ein Tableau für das Paar Xı/X., so

entsteht das Tableau T' aus J durch "herausschneiden"

aller n-Knoten. Sind also s<t zwei normale Knoten in

T, zwischen denen sich ausschließlich n-Xnoten

befinden, so gilt sdt in T!.

Wir bemerken, daß sich xı(s)/xz(s) von xXılt)/x2lt) nur

in einer Komponente unterscheidet. Denn wird z.B. auf

eine Formel in xı(5) die Regel (n) oder (mn?

angewandt, so wird (nach Bedingung 3)) auf jeden

Knoten u mit s<(u(t eine Regel auf x,(u) angewandt, da

nur diese Menge eine n-Formel enthält.

Da 7! keine n-Knoten mehr enthält, existiert auch kein

Endknoten von T' der ein -la'”’]-Knoten wäre. Jeder

Endknoten ist also entweder geschlossen oder besitzt

einen Vorgänger, dem das gleiche Paar zugeordnet ist.

Besitzt J' sogar nur geschlossene Endknoten, so kann

man einen Interpolanden für Xı/Xz direkt aus 7!

konstruieren. Dies geschieht dadurch, daß man zunächst

für alle Endknoten von T' einen Interpolanden angibt.

Im folgenden werden wir Formeln, die Interpolanden für

gewisse Paare sind, mit 1,1.,1Iz,.. bezeichnen.

Lemma 14. Zu jedem geschlossenen Knoten Yı/Y» von T'
 

existiert ein Interpoland.

BEWEIS. Das Paar Yı/Y» ist geschlossen, wenn Yı3Yz

geschlossen ist. Es liegt also wenigstens einer der

folgenden Fälle vor:



- 0EYı oder P;-PZYı für eine Formel P:

dann gilt YıFO und YF40, sei also I.=0.

- 0EY2 oder P;-PZY. für eine Formel P:

dann gilt YıF40 und YFO, sei also I'=0.

- PEYı und -PEY. für eine Fornel P:

dann gilt YıFP und “EP, sei also I’=P.

- “PEYı und PEY: für eine Formel P:

dann gilt YıEF=ÄP und YFP, sei also I'=-P.

In jedem der Fälle gilt zudem S(IISS(Yı)nS(lY2), also

ist I in jedem Fall Interpoland von Yı/Yz2.D

Anschließend kann man für jeden Knoten, für dessen

Nachfolger bereits Interpolanden gefunden sind,

ebenfalls einen Interpoland angeben. Man konstruiert

also den Interpolanden von Xı/X2 "von den Blättern zur

Wurzel hin”.

Lemma 15. Sei Yı/Y ein Knoten von T!, für dessen n

direkte Nachfolger bereits Interpolanden Iı,..,In

gefunden sind. Dann existiert ein Interpoland für

Yı/Ya.

BEWEIS. Wenn die n Nachfolger durch Anwendung irgend

einer Regel außer (At) entstanden sind, gilt einer der

folgenden Fälle:

- Die Nachfolger unterscheiden sich von Yı/Yz nur in

der zweiten Komponente, sie sind von der Gestalt

Yılzıy a2» Yı/Zaı

Offensichtlich gilt YıFlır..Aln. Weiter gilt Y nur

in einem Zustand, in der auch ein 2. gilt; das heißt

aber, wegen ZuFHl, für jedes i£n, daß Yarnlıv..vala,

somit YarntIıA..AInd. Sei also 1=1.A..Aln. Da

SCZISESCYD) für jedes i ist, folgt SCIIESCYıınSCYD3

I ist somit Interpoland für Yı/Ya.

- Die Nachfolger unterscheiden sich von Yı/Y» nur in

der ersten Konponente, sie sind von der Gestalt

Zul Yzr 22 3 Zn/ Ya.

Offensichtlich gilt YaF-lır..Anl„., somit

YzEs(Iıv..vInd. Weiter gilt Yı nur in einem Zustand,

in dem auch ein 2, gilt; das heißt aber, wegen ZiFI;



für jedes i<£n, daß YıFlıv..vIn. Sei also

I=Iıv..VIn. Da S(ZYESCYe) für jedes i ist, folgt

SCIISSCYı)nSCYz); I ist somit Interpoland für Yı/Ya.

Bevor wir den zweiten Fall behandeln, überlegen wir,

daß aus YıFP stets YFIAIP folgt. Denn gilt SI-Y für

irgend ein (g,v,n) und ein SEg, so gilt Ti-Y, und somit

TIFP für alle TEg mit S-A>T. Das heißt aber SIHIAIP.

Weiter folgt aus Ya5ÄRFP stets Y5-[lAIRF-[TAI-P, denn

gilt SIH-Ys-IAJIR für irgend ein (g,v,n) und ein SEg, so

existiert ein TEg mit S-A>T und Ti-rYss-R. Da dann TI-P

gilt, heißt das aber SIH-IAI-P.

Wenn nun Yı/Yz einen Nachfolger Zı/Z» hat, der durch

Anwendung der Kritischen Regel entstanden ist, und für

den ein Interpoland I bereits gefunden ist, gilt einer

der folgenden Fälle:

- Yı enthält eine markierte Formel der Gestalt -[AI]P*.

Dann ist ZisPrW;(Yı)ı und Zee(Yz)a. Ist 22

nichtleer, so ist AES(Yı)nS(lY.). Wie wir gesehen

haben, folgt YıF=lA]l=I aus -PrY;(cyYı),aFI und

YFLAISI aus (Yadarml. Damit ist -I[A]-I Interpoland

für Yı/Y2. Ist aber Z; leer, so ist Yı schon

inkonsistent. Dann gilt Y,FO und Yard, und O ist

Interpoland für Yı/Yz.

- Y. enthält eine markierte Formel der Gestalt -[AI]P*.

Dann ist Zius(Yıd, und Za=HPr";(Y2),. Ist Zı

nichtleer, so ist AES(Yı)nS(Y). Wie wir gesehen

haben, folgt YıFlI aus (Yı),FI und YFHlAlIl aus

“Pr; (Y2d3,FHl. Damit ist [A]I Interpoland für

Yı/Y2. Ist aber Zı leer, so ist Y» schon

inkonsistent. Dann gilt YıF-0 und YFO, und 0 ist

Interpoland für Yı/Yz.

Damit ist das Lemma bewiesen. D

Im allgemeinen weist Y! jedoch nicht nur geschlossene

Endknoten auf. Es sind ja auch solche belasteten

Knoten Endknoten, für die ein Vorgänger im selben

belasteten Teiltableau von T’ existiert, dem das

gleiche Paar zugeordnet ist.



Das bedeutet, daß es für die Wurzel eines belasteten

Teiltableaus im allgemeinen nicht möglich ist, mit den

in den Lemmata 14 und 15 beschriebenen Verfahren einen

Interpolanden zu Konstruieren, da es Nachfolger dieser

Wurzel geben kann, die nicht geschlossene Endknoten

sind. Wir legen im folgenden dar, daß man jedoch stets

einen Interpolanden für eine solche Wurzel

konstruieren kann, sofern nur für ihre ersten freien

Nachfolger Interpolanden bereits bekannt sind.

Sei also Yı/Y» ein Knoten von 7’, der durch Anwendung

von (M+) entsteht; Yı/Y. ist dann die Wurzel eines

belasteten Teiltableaus von T!. Für alle freien

Nachfolger von Yı/Yz sei ein Interpoland bereits

bekannt. Wir Können uns auf den Fall beschränken, daß

Y2 die markierte Formel enthält. Denn ist das nicht

der Fall, können wir in allen Knoten des Tableaus die

erste und zweite Komponente vertauschen (ist I

Interpoland für Yı/Y., so ist -I Interpoland für

Yz2/Yı; die bisher gefundenen Interpolanden sind also

nur durch ihre Negationen zu ersetzen). Des weiteren

können wir uns auf den Fall Yı?@ beschränken, denn ist

Yı=8, so ist Y»2 schon inkonsistent und 0 ist

Interpoland für Yı und Yz:. Wir werden nun angeben,

welchen Teil von T' wir für die Konstruktion des

Interpolanden benötigen.

Definition. J’ sei ein Teiltableau von f' mit der

Wurzel Yı/Ya2. Ein Knoten 21/222 Yı/Y2 sei genau dann

Endknoten von J’, wenn er minimal ist so, daß er einer

der folgenden Bedingungen genügt:

- Auf 2,/Z2 wird (M-) angewandt.

- Zı/Z» ist frei.

- Die erste Komponente seines Nachfolgers ist leer.

- Es existiert ein Vorgänger von Zı/Zz, dem

gas gleiche Paar zugeordnet ist.



Besitzt ein Knoten einen Vorgänger, dem das gleiche

Paar zugeordnet ist, werden wir diesen im folgenden

auch kurz einen Vorgänger mit dem gleichen Paar nennen.

Lemma 16. J’ hat folgende Eigenschaften:

a) Jede Komponente jedes Knotens ist nichtleer.

b) Für jeden Endknoten t, für den kein Vorgänger mit

dem gleichen Paar existiert, ist ein Interpoland

Itt) bekannt.

c) Es gibt mindestens einen Enäknoten, für den ein

Interpoland bekannt ist

BEWEIS. Die Gültigkeit von a) ist offensichtlich. Sei

t ein Endknoten von T’, für den kein Vorgänger mit dem

gleichen Paar existiert. Ist x2(t) frei, dann ist

schon ein Interpoland für t bekannt. Ist xz(t) nicht

frei, so wird auf t (M-) angewandt, oder die erste

Komponente seines Nachfolgers t’ in T! ist leer (was

nur durch Anwendung von (At) auf t geschehen kann). Im

ersten Fall ist t’ frei, womit für t’ und damit auch

für t ein Interpoland bereits bekannt ist. Im zweiten

Fall ist aber xz:(t) schon inkonsistent, und 0 ist

somit Interpoland für t. Also gilt auch b).

In J' besitzt Yı/Y» mindestens einen ersten freien

Nachfolger t. Für diesen Knoten ist ein Interpoland

bekannt. Entweder ist dieser Knoten auch in T°

enthalten, oder aber es gibt einen Knoten s<t, der

Endknoten von J’ ist. Für s aber existiert kein

Vorgänger mit dem gleichen Paar in T’. Nach b) ist

somit ein Interpoland für s bekannt. Somit gilt auch

ce).D

Definition. Für jeden Knoten t von J’ sei K(t) die

Konjunktion über alle PExı(t). Für jede Menge T von

Knoten von T’ sei D(T) die Disjunktion über alle K(t)

mit tET. Für T=G sei D(T).=0. Wir bemerken, daß für

TıET, aus D(T2)EP stets D(Tı)FP folgt. Weiter

bezeichne T(Y> die Menge aller Knoten t von Y’ mit

X2lt) =Y.



Für jedes Y, das als zweite Komponente eines Knotens

in Y’ auftaucht, nehmen wir folgende Einteilung der

Menge T(Y) vor:

Definiton. Die Menge T(Y)® bestehe aus allen Knoten

seTtY), für die kein Knoten tET(Y) mit sd*t existiert.

Weiter sei T(Y)' die Menge derjenigen Knoten sET(Y)®,

für die überhaupt Kein Knoten tET’ mit sd't existiert.

Schließlich sei T(Y)* die Menge TCY)F\TCY)!.

Jeder Knoten sET(Y?' ist ein Endknoten von T’, für den

ein Interpoland I(t) bekannt ist, da er keinen

Vorgänger mir dem gleichen Paar besitzt. Auf einen

Knoten tET(Y)*, der nicht Endknoten von SF" ist, wird

eine Regel auf x2(t) angewandt. Ist Y frei, so besteht

TCY) nur aus Endknoten, und es ist T(Y)*'=G und

TCYIeSTCYDE.

Lenna 17. Aus DCTCYIPIEP folgt stets D(TCY))FP.

BEWEIS. Die Menge T(Y) ist mit der Relation * im

wesentlichen eine Menge von Bäumen, deren Endknoten

gerade die Knoten von T(Y)® sind. Da für Knoten

Stı,..‚tneT(Y), wobei die t, die Nachfolger von s

bezüglich 9 sind, aus K(t,)FP für alle i stets K(s)FP

folgt, gilt K(s)FP sogar für alle seET(yY).D

Definition. Ist T(Y)'={tı,..,tn} mit n?0, so sei I(Y)

die Disjunktion über alle Itt.), für n=O sei IclY)'=0.

Lenma 18. Ist T(Y)*‘=@, so ist I(Y) Interpoland für das

Paar D(ITCYYIV/Y.

BEWEIS. Sei TCY)!=ftı,..»tn}. Da DETCYD!) genau die

Ktt,) als Disjunktionsglieder enthält, und stets

KCtsIFIttı) gilt, gilt auch D(TCYHFICY). Weil

TCYI'=TCY)E ist, folgt DITCYIIFICY) mit Lemma 17. Da

ferner YF-l(t.) für alle tETCYI' gilt, gilt auch

YEalCY). Zudem ist SCICtL.YIESCKıltı)INSCY) für alle i,

somit gilt die Behauptung.D
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Lenma 19. Aus DITCYDUYEP folgt DITCYIIEL-ICYI?IP.

BEWEIS. Ist tETCYI!, gilt KtIFICY. Ist tETCY>°, gilt

KCt)FP. Ist somit tETCYIE-TCYUTCY®, so gilt

KÜt)FICYIVP, also auch K(t)FI=ICY)?]P. Somit gilt

D(TCYEEL-ICYI?IP, und nit Lemma 17 folgt die

Behauptung.D

Wir definieren nun ein Tableau, bei dem jedem Knoten t

ein Paar DCTCY>)/Y oder DCTCY)®)/Y sowie eine Zahl

KOtDEtl,2,3} zugeordnet ist. Wir bezeichnen einen

solchen Knoten mit DITCYY)/wmY oder DTCYY/nY.

Dabei ist Y stets die zweite Komponente eines Knotens

von T?.

Definition. Das Tableau 5* habe die Wurzel

DCTCYzdd/ıY2. Ein Knoten D(TCY))/ıY des Tableaus, für

den kein Vorgänger t mit dem gleichen Paar und k(t)=1

existiert, hat genau einen Nachfolger, nänlich

D(TCY))/2Y, sonst ist er Endknoten. Ein Knoten

D(TCY)2/2Y hat genau dann einen Nachfolger, nänlich

DETCYI*) /2Y, wenn TCY>* nichtleer ist; sonst ist er

Endknoten. Wir bemerken, daß T(Y)* leer ist, wenn Y

frei ist. Ist TCY)* nichtleer, so wird auf jeden

Knoten tETCY)* in T’ dieselbe Regel auf dieselbe

Formel in Y angewandt. Es gibt also Formelmengen

Zı,..,2n so, daß jeder Knoten tET(Y)? genau n

Nachfolger mit den zweiten Komponenten Z2,,..,Z2n hat.

Dann seien die Nachfolger von D(T(Y)*)/sY gerade die

Paare DCT(2:39/121,..,DCTCZu)) /ıZn.

Ist K die Anahl der verschiedenen zweiten Komponenten

von J’, so ist J“ nicht länger als 3K+1.

Zusätzlich definieren wir für alle s,tEj* mit sdt ein

Programm P(s,t), das wir das kanonische Programm von s

zu t nennen. Sind dann s,t beliebige Knoten nit stt,

ist s=sıdJ..dsı=t der Pfad von s zu t, und ist

&ı=P(54,5:-), in, das Kanonische Programm von s, zu

Su, so sei Pls,t) =aı5..;an-ı das kanonische Progranm

von s zu t. Für a=P(s,t) schreiben wir auch s-a>’t.



Wenn wir im folgenden vom einen i-Knoten s reden, so

 

meinen wir einen Knoten s von J* mit k(s) Weiter

bezeichnen wir mit s!,t',.. stets beliebige i-Knoten.

Definition. Sei s’ ein Knoten so, daß für alle t,t’

mit s’<tat’ das kanonische Programm von t zu t’

bereits definiert ist, und sei s'ds’.

- Ist i=2 und j=3, so ist s'! ein Paar D(T(Y))/2Y und

s! ein Paar D(T(Y)*)/;sY zugeordnet. Es sei

Pist,s’) =A1lY)?.

- Ist i=1 und j=2, so ist s' ein Paar D(T(Y))/ıY und

s!’ ein Paar D(T(Y)d/2Y zugeordnet. Seien tı,..»tn

alle Nachfolger von s‘! mit dem gleichen Paar und

kttı)=1 für alle I<l&£n. Ist n=0, so sei P(s',s’) '=1?.

Ist n?0, so sei a, das kanonische Progrann von s! zu

tı. In diesem Fall sei Pts',s’) (au. .uan)*.

- Ist i=3 und j=1|, so ist s!' ein Paar D(T(Y)®W/saY und

s! ein Paar D(T(Z))/.Z zugeordnet. Die Menge Z

entsteht dabei aus Y durch Anwendung einer gewissen

Regel. Handelt es sich dabei nicht um (At), so sei

Pis',s’) =1?. Sonst ist Y=Y’5-[A1P®r und Z=Y’.;-P*Y

für gewisse Y’ und -[A]IP*. In diesem Fall sei

P(s',s’).=A.

Ist mit dieser Definition a=P(s,t) und D(T)/,Y das dem

Knoten s zugeordnete Paar, so gilt S(a)SStD(T)InScY).

Lemma 20. Sei s'{s!. Sei s! das Paar D(T)/,Y und s’

das Paar D(T’)/,Y’ zugeordnet. Ist a das kanonische

Programm von s! zu s!, so folgt aus D(T’)FP stets

D(TMIELalIP.

BEWEIS. Sei zunächst s'«Js’, und für das bei s’

beginnende Teiltableau von J* sei die Behauptung

bereits bewiesen (Induktionsvoraussetzung).

- Ist i=2 und j=3, so ist Y=Y’, T=T(Y) und T’=TCY)®,

und a=-I(Y)?. Die Behauptung folgt nit Lemma 19.



- Ist i=1 und j=2, so ist Y=Y’ und T=T’=T(Y). Falls

a=1?, ist die Behauptung trivial. Sei aslauı..umn?*.

Es gibt dann Nachfolger tı,..,t„ von s’, denen das

Paar D(T)/Y zugeordnet ist, und für jedes t., K£n,

a, das kKanonische Programm von s! zu t« ist. Nach

Induktionsvoraussetzung folgt D(T)Fla.])P für jedes

K, also auch D(T)Flau..va,])P. Wenn aber

D(TIFlasu..uan]P aus D(TIFP folgt, folgt auch

DITIFLCayu. .uan)*]P.

- Ist i=3 und j=1, so ist T=T(Y)* und T’=TcY’). Falls

a=1?, so ist K(t) für alle tET ein Disjunktionsglied

von D(T’), und es gilt K(t)FP. Damit folgt D(CT)FP

und D(TIFLI1?)P. Falls a=A für ein atomares Programm

A ist, so ist für alle tET die Konjunktion über

zılt)ı ein Disjunktionsglied von D(T’), und es gilt

Xıtt)FIAIP. Damit folgt D(TIFIAIP.

Ist nun s!ds! und a15..5an=P(s'!,s%), so folgt aus

D<(T’)FP bereits D(T’Fla.l..la,.iP, das bedeutet aber

auch D(TIFlas;..5.]P. D

Lemma 21. Für jeden Endknoten von J*, für den es

keinen Vorgänger mit dem gleichen Paar gibt, gibt es

einen Interpolanden. Außerdem hat 7* mindestens einen

derartigen Endknoten.

BEWEIS. Jedem Endknoten von J*, für den kein Vorgänger

mit dem gleichen Paar existiert, ist ein Paar

DCTCYY)/2Y zugeordnet für ein Y, für das T(Y)* leer

ist. Nach Lemma 18 ist I(Y) ein Interpoland für dieses

Paar.

Das Tableau, welches aus J* durch Entfernen jeweils

der ersten Komponente jedes Paares und "Herausnehnen"

aller 2-Knoten und 3-Knoten entsteht, ist ein

Teiltableau eines PDL-Tableaus mit der Wurzel Yz.

Dieses hat mindestens einen Endknoten Y, für den kein

Vorgänger mit der gleichen Menge existiert. Danit ist

D(TCY))/2Y der gesuchte Endknoten von 5“. O
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Definition. Sei t Endknoten von 5*, und sei t das Paar

D(CT)/Y zugeordnet. Besitzt t keinen Vorgänger mit der

gleichen Paar, sei I(t)'=ICY). Für jeden anderen

EndKknoten sei I(t)'=1.

Sei s nicht Endknoten von 7*, und seien Sı,..,5n, n2l,

die direkten Nachfolger von s. Ist n=1, a=P(s,s,) und

a#1?, so sei I(s)'=[lall(sı). Sonst sei

1(s}'=I(sı?A..Allsa). Ist to die Wurzel von J*, so sei

Io:=Ilto?}.

Wir zeigen nun, daß die so konstruierte Formel I, ein

Interpoland für Yı/Y. ist.

Lenna 22. Es gilt SCIoSSCYı)nScYd).

Zunächst gilt SCD{T))SSCY) und SCYIESCY2) für jedes

Paar D(T)/Y in J*. Somit gilt für jeden Endknoten t

bereits S(I(t))SSCYı)nStY2) und, nach obiger

Bemerkung, für jedes kanonische Programm a auch

Sta)SStY,)nStY.). Damit gilt auch die Behauptung.D

Lemma 23. Es gilt YıFI.

Für jeden Endknoten t von J* gilt xılt)FI(t) (entweder

trivialerweise, wenn I(t?=1 ist, oder nach Lemma 16).

Seien Sı,..,5n die direkten Nachfolger von s, und es

gelte xı(sı)FI(s.,) für I£ifn. Ist n=i, a=Pl(s,sı) und

I(s)=[lall(lsı), so ist xı(s)Fl(s) gerade die Aussage

von Lemma 20. Ist n)l und 1?=P(s,5.) für alle i, so

folgt aus xı(s)FlL1?11lsı) für alle i

Xı[ls)FI(sı)A..AIlsn), also xıls)El(s). Deswegen folgt

durch Induktion auch xıCto)Flo. Nun ist aber die

Konjunktion über Yı ein Disjunktionsglied von

xXıltod=DCTCY2)), somit gilt auch YıFlo. D

Definition. Sei JCto) =G. Sei für alle t<(s bereits J(t)

definiert. Dann sei J(s) die kleinste Menge so, daß

für alle Knoten t,t’ von J* mit dem gleichen Paar und

t<s£t’, und für alle Formeln PEJtt)u(lItt?} gilt, daß

[Pis,t’)1IPEJts) ist (für s=t’: daß PEJ(s) ist). Ferner

sei K(s) ={I(s)}uJts)uxz(s).



Lemma

24.

Es gelten:

a) Kltod=IsYz.

b> Ist t ein Endknoten von $*, für den kein Vorgänger

mit dem gleichen Paar existiert, so ist K(t)

inkonsistent.

c) Sind t<t”’ Knoten mit dem gleichen Paar, so ist

Kit)SskKtt’).

BEWEIS. Alle drei Aussagen folgen leicht aus den

Definitionen. DO

Lemma_25. Sind sı,..,5. die direkten Nachfolger des

Knotens s!Ef*, so gibt es ein erweitertes Tableau für

K(s!), das die Endknoten K(sı),..,K(sn? sowie

(eventuell) weitere inkonsistente freie Endknoten

besitzt.

BEWEIS. Wir betrachten fünf Fälle. In den ersten drei

Fällen ist i=1 oder i=2, und s'! hat genau einen

Nachfolger s'*. Dabei ist stets x2(s'!)=x2(s'"), es

ist also dort J(s'*") und I(s'*) aus K(s'!) zu

konstruieren.

Fall I: Es ist i=1, und es gibt m 1-Knoten tı,..„tu>s!

in 7%, denen das gleiche Paar wie s! zugeordnet ist.

Dann ist s'-b*3’s?, wobei b=a,u..ua. und a,=P(s?,t,)

für alle I<j<£m ist. Es ist I(s!)=[b*1]1(s?), und

durch Anwendung von (%;5) entsteht I(s?) sowie

[bl[b*]Its?). Sei weiter PEJ(s?). Es gibt 1-Knoten

u,u’ in J* mit dem gleichen Paar, mit u<(s?<u’ und

dem kanonischen Programm s?-a}’u’ so, daß P=[alQ für

ein QEJtu)>u{l(u)} ist. Entweder ist ufs', dann ist

bereits [b*;alQ@EJ(s!), und P kann aus dieser Formel

durch Anwendung von (*%5) gebildet werden, oder es

ist uss!, u’=t, und a=a, für ein I£j<m. Ist QEJ(s'!),

so ist Q=[b*;a,]IR für ein gewisses R. Durch Anwenden

von (*;) erhält man [bl[b*;a,IR, und durch j-maliges

Anwenden von (u) erhält man P=la,l@=[a,)[k*;a,]R.

Ist Q=I(s!), so erhält man durch j-maliges Anwenden

von (u) auf die bereits vorliegende Formel

(b)[b*)I(s?) die Formel P=[a,lA=la,lib*1I(ls?.

w



Fall 2: Es ist i=1, und es gibt Keinen I-Knoten s>s'

mit dem gleichen Paar. Dann ist s'!-1?%’s?. Ist

PEJ(s?), so ist P=l[al@ für gewisse a,Q@ und

[1?5ala&J(s!). Durch Anwendung von (?5) erhält man

P=[al@. Weiter entsteht durch Anwendung von (1?)

Its?) aus I(s!)=[1?11(s?).

Fall 3: Es ist i=2, und mit Y=xz2(s°) ist

s2--1(Y)?>?s?. Sei PEJ(s?). Es ist P=la]a für

gewisse a,@, und es ist [-I(YD?;alaEJ(s?). Die

Anwendung von (3) liefert [-ICY)?][alQ, und die

Anwendung von (?) liefert zwei Nachfolger. Ein

Nachfolger enthält -I(Y);Y und ist inkonsistent.

Auf ihn wird (M-) angewandt, wodurch ein freier

inkonsistenter Knoten entsteht. Der andere

Nachfolger enthält P=[a]@. Auf gleiche Weise bildet

man I(s®) aus I(s?2)=[-I(Y)?11(s?).

In den letzten beiden Fällen ist i=3. Dann hat s'n

Nachfolger u:,..;U., wobei die x:(u,) aus x>(s®) durch

Anwendung einer Regel entstehen.

Fall 4: Es ist i=3, n=1, und xz(u:) entsteht aus

%22(s?) durch Anwendung von (At). Dann ist s’-A>’u:

für ein atomares Programm. Ist PEJtu,), so ist

LAIPEJ(CS?), oder es ist P=[alQ@ für gewisse a,Q und

[A;alQEJ(s®”). In diesem Falle erhält man durch

Anwendung von (5) die Formel [AlP=[Al[la]@. Außerdem

ist ICs®’)=[AllI(u.). Danach erhält man aber durch

Anwenden von (At) alle Formeln von Klu:).

Fall 5: Es ist i=3, n>Il, und man erhält die xz(u,)

durch Anwendung einer Regel außer (At) auf xz(s®).

Weiter ist s®-1?>’u, für alle j<£n, und ist PEJtu,),

so ist [1?]PEJ(s?), oder es ist P=[al@ für gewisse

a,@ und [1?;alaEJ(s®). In jedem Fall erhält man P

durch Anwendung von (1?) oder (?;). Schließlich ist

Ics®)=1(u,)A..Al(und. Durch (n-idmaliges Anwenden

von (A) entstehen alle I(u,)

In jedem Fall erhält man also Knoten K’:,..,K’. mit

K(s,)SK’, für alle I<j£n. Durch Anwendung von (F-) auf

diese Knoten erhält man schließlich die gewünschten

Endknoten K(sı),..,K(sn). D



emna 26. Es gilt YaF-lo.

BEWEIS. Man konstruiert ein erweitertes Tableau für

lo5sYz’, in dem man durch Anwendung von (M+) zunächst

den Knoten K(ts)=1s5Yz2 bildet. Ausgehend von diesen

Knoten konstruiert man mit dem im Lemma 25

beschriebenen Verfahren schrittweise für alle Knoten

tEIT* die Knoten Kt). Auf diese Weise erhält man

schließlich ein Tableau, dessen Endknoten (neben

eventuell einigen freien inkonsistenten Knoten) gerade

die Knoten Kltı),..,Kltn? sind, wobei tı,..,tn die

Endknoten von 7* sind. Für jeden Knoten t., der keinen

Vorgänger mit dem gleichen Paar hat, ist Kt)

inkonsistent, und ist er nicht selbst schon frei,

erhält man durch Anwendung von (M-) einen freien

inkonsistenten Knoten. Für jeden Knoten t,, für den

ein Vorgänger tı’ in J* mit dem gleichen Paar

existiert, ist K(t.’)EKtt,). Durch Anwendung von (F-)

auf K(t,) erhält man somit einen Knoten, für den ein

Vorgänger mit der gleichen Menge existiert. Damit

liegt ein erweitertes Tableau für Is;Yz" vor, wobei

diese Menge nur inkonsistente erste freie Nachfolger

besitzt. Damit ist losYe inKonsistent, und es gilt

YEle. D

Lemma 27. Ist Xı5X2 inKonsistent, so gibt es einen

Interpolanden für Xı/Xa.

Zunächst existiert ein geschlossenes Tableau für

Xı/X2. Für jeden freien normalen Endknoten dieses

Tableaus kann man einen Interpolanden angeben. Für

jeden Knoten Yı/Y. des Tableaus, für dessen freie

Nachfolger Interpolanden bekannt sind, kann man mit

den in diesem Abschnitt beschriebenen Verfahren auch

einen Interpolanden konstruieren. Also kann man

schrittweise für jeden freien Knoten des Tableaus,

also auch für Xı/X2, einen Interpolanden Konstruieren.

D

Mit diesem Lemma ist der Beweis des Interpola-

tionssatzes abgeschlossen.



2.4 Praktische Durchführung

einer Konstruktion

Um die Konstruktion eines Interpolanden praktisch

durchzuführen, ist es nicht notwendig, alle im vorigen

Abschnitt beschriebenen Schritte auszuführen. Zum

Beispiel kann bei der Konstruktion des Tableaus J*

völlig auf die explizite Bestimmung der jeweiligen

ersten Komponenten der Knoten verzichtet werden. Sie

sind einzig eingeführt worden, um die gewünschten

Eigenschaften des konstruierten Interpolanden

nachweisen zu können.

Um zu demonstrieren, welche Schritte man tatsächlich

ausführen muß, Konstruieren wir jetzt als Beispiel

einen Interpolanden für das Paar Xı/X» mit

Xı=tlCASA)*)CpALA5CBUC)10)} und K2={-[A*]CpviCla)}. Wir

bemerken, daß S(X.)={p,A,B,C}, S(Xz’=1p,9;,A,C} und

StXı)nSctXz)={p,A,C} ist.

Schritt 1: Konstruktion eines geschlossenen Tableaus Y

für Xı/ka.

Auf der folgenden Seite geben wir ein solches Tableau

Y an. Wir benutzen dort die Abkürzungen Q =pAlA5(BuCc) 10

und P'=pviCig. Ist außerdem eine Komponente eines

Knotens identisch nit derselben Komponente seines

Vorgängers, deuten wir das durch einen Punkt an und

schreiben sie nicht noch einmal hin.

Schritt 2. Konstruktion von Interpolanden für alle

Knoten, die keinen belasteten Nachfolger besitzen, der

Endknoten ist.

Dies ist nach den Lemmata 15 und 16 ohne weitere

Zwischenschritte durchführbar. Wir haben diese

Interpolanden neben den jeweiligen Knoten von Y

vernerkt.

Es befindet sich nun nur noch ein freier Knoten im

Tableau, nämlich die Wurzel Xı/Xz, für den noch kein



atpv[Cig) I=p!

| -pA-[lCIg I=p

f p;-lCtig I=p

tpviCig) I=[C)0

ApAanlcig I=tC1o

-p;alCcig® 1=1CI60

/

|
/

|
/ “p;mlcig 1=[C10

|
/

|
/o =q I=0 

[CA;AI*)Q

LCA;A)*]Q

pAlA;tBuCc)10O5[A5AITCASA)"JQ

pPALA5CBuC’ JO; [AILAITCASAI*]Q

p>[A5CBuC))05[AITAILCASA)*]Q

P5[AJLBUCIOSTAITA)LCASAY*]Q /

[BuCJO;TAJLCASAI*]O

[BI1O5[C105LAILCA>5A)* IQ

/

/

I

/

 
ICA5AI*]IQ / ALA*1Pr

 

Ein geschlossenes Tableau für Xı/Xa.
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“lA*)P

tax pr

“lAITA* Pr

[A%* Pr

=[lA%* Pr

“[AITA*]Pr

 



Interpoland bekannt ist. Die restlichen Schritte haben

also das Ziel, einen Interpolanden für den Knoten

Xı/X2 aus denen seiner ersten freien Nachfolger zu

bilden.

Schritt 3. Konstruktion von J' und T?.

Dazu bedarf es nur der Entscheidung darüber, welche

Nachfolger von Xı/Xz zu JT’ gehören. Es sind dies alle

normalen Knoten, deren zweite Komponente eine der

folgenden Mengen ist:

Yı'={=[A%®]Pr),

Yz'={-4[AlTA*1PP},

Ya’={-P}.

Schritt 4. Bestimaung der notwendigen I(Y).

Alle Knoten von T’ mit der zweiten Komponente Ys sind

Endknoten von 5’, und für diese sind bereits

Interpolanden bekannt {p und [CIO). Es ist sonit

TCYs»?*=B und ICYsd=pv[C10.

Schritt 5. Konstruktion von 7* und Io.

Wie schon erwähnt, ist es völlig unnötig, die Formeln

D(TCYı)) usw. explizit zu bestimmen. Die Gestalt des

Tableaus J* hängt ausschließlich von den zweiten

Komponenten der Knoten von Y’ ab. Zur Konstruktion des

Tableaus, das aus den zweiten Komponenten von J*

besteht, reicht es festzustellen, daß Yı seine Wurzel

ist und die Nachfolger Y: und Y» hat, Yı durch

Anwendung von (At) auf -[AJLA*)PFEY, entsteht und Ys

Endknoten ist.

Man wird feststellen, daß 1? ein häufig auftretendes

kanonisches Programm in J* ist. Um einen nicht unnötig

großen Interpolanden zu erhalten, wird man

günstigerweise bei seiner Konstruktion jedes

auftauchende Programm a;1? und 1?;a durch das Progrann

a ersetzen und jede Formel [-P?1P, [1?1P, 1AP oder PAL

durch die Formel P.
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1? 1?

4 pvico 4 1

Atpv1C103? 1?
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A
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Ergebnis der Konstruktion ist also, daß

Io=[A*1(pv[C]0) ein Interpoland für die Formeln

[CA;A)*)CpAlA;CBuC)}O) und [A*1(pv[iCig) ist. Auf Grund

der vorgenommenen Überlegungen, einen nicht unnötig

großen Interpolanden zu konstruieren, ist I. sogar

frei von Tests. Dieses Ergebnis ist jedoch nicht inner

erreichbar.

Lerna 28. Es gibt Formeln P und @ mit FP>Q so, daß

kein Interpoland für P und @ testfrei ist.

BEWEIS. In BERMAN, PATERSON [2] wird nachgewiesen, daß

keine testfreie Formel R zur Formel

P'=-l(p?;A)%#;-p?5A;5p?}O äquivalent ist, d.h. daß es für

jede testfreie Formel R ein Kripke-Modell (g,v,n) und

ein S€Eg mit SIHTP = SIH-R gibt. Damit gilt also nicht

sowohl FP+R als auch FR=P. Da aber FP+P gilt, heißt

das aber, daß keine testfreie Formel Interpoland für P

und P ist. D
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2.6 Offene Fragen

Das Ergebnis von Lemma 28 wirft sofort folgende Frage

auf:

- Gibt es für alle testfreien Formeln P und @ mit FP»@

einen testfreien Interpolanden ?

Dieses Frage würde durch den Nachweis bejaht werden,

daß für alle testfreien Formeln P und @ mit FP#@ ein

geschlossenes Tableau 7 für P/-@ so existiert, daß für

alle Knoten s? und s® in J* mit s?ds® und s® nicht

Endknoten bereits 1?=P(s?,s?) gilt.

Es erscheint möglich, daß der PDL-Kalkül durch

änderung der kritischen Regel zu einem DPDL-Kalkül und

durch Hinzufügung einer weiteren Regel zu einem

CPDL-Kalkül gemacht werden kann (beide Logiken sind

ebenfalls entscheidbar [51). Insbesondere

interessieren dann folgende Fragen:

- Gilt für DPDL und/oder CPDL ebenfalls der Inter-

polationssatz, und kann er wie für PDL über einen

entsprechenden Tableau-Kalkül bewiesen werden ?



Anhang

Verzeichnis aller Regeln

Die Regeln des PDL-Kalküls:

 
 

Xi X:PaQ@ X5(PAQ)
m Mr m Xpa arm PTRA

Xi=laubiP Xial921P ., Xialasbip
u) GatalpıKatbp I asp 9) Krataltbıp

X;taubIP X519?21P .,_X3lasbIP
(w) Krtalpstbip Do Gap GI Yrralıbip

Xialaxıp X;latıp
I GBI-lallarmıp I FB Tallamıp

(M+) Kalle tanE, X frei die Belastungsregeil,

(M-) a die Befreiungsregel,

an EHE die kritische Regel.

;alaublPr ., Xialaib)p
(au) gySTaTprixXsatbIPr (33) Koafalibip

Xialax pr X; 2192 pr
an) KFSPRRG;Sla)Tamıpr 622 FapRr

 

Die Regeln für die Konstruktion erweiterter

PDL-Tableaus:

;lak; ., Xil12zalp
GN rBieiKTleitarrgıe Ga rap

X; 1?)P, KY ;(F-) X Y frei 1?) XP
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